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6 INHALTSVERZEICHNIS
Einleitung
Die vorliegende Diplomarbeit besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil der Ar-
beit geht es um die Erweiterung der Allgemeinen Relativitätstheorie durh
die Annahme zusätzliher Dimensionen, während im zweiten Teil die Konse-
quenzen einer veränderten Raumzeitgeometrie unter der Annahme einer Ver-
taushungsrelation zwishen den Ortskoordinaten beshrieben werden. Beide
Teile umfassen jeweils vier Kapitel, wobei die ersten drei Kapitel der Be-
shreibung des grundsätzlihen Rahmens dienen, während die jeweils letzten
Kapitel die neuen Ergebnisse dieser Diplomarbeit enthalten.
Der erste Teil Gravitation und zusätzlihe Dimensionen beginnt mit
einer Beshreibung der Allgemeinen Relativitätstheorie. Am Anfang steht
eine historishe Einleitung, da ein wahres Verständnis der Theorie wohl am
besten in Bezug auf den historishen Zusammenhang erreiht werden kann.
Die Darstellung muss sih zwangsläug auf die grundlegenden Aussagen der
Theorie beshränken, wobei zunähst eine kurze Einleitung in die bei der
Formulierung der Theorie verwendete Mathematik gegeben wird. Im darauf-
folgenden Kapitel wird die Idee der Annahme zusätzliher kompaktizierter
Dimensionen erläutert, welhe auf Kaluza und Klein zurükgeht. Damit sind
die Voraussetzungen geshaen, um im vierten Kapitel eine eektive Quan-
tenfeldtheorie der Gravitation unter Einbeziehung der zusätzlihen kompak-
tizierten Dimensionen zu entwikeln, welhe sih der Methode der Pfadin-
tegralquantisierung bedient. Im letzten Kapitel des ersten Teiles soll dann
shlieÿlih die Konsequenz für einen Wehselwirkungsprozess der Teilhen-
physik untersuht werden, nämlih die Produktion eines ZZ-Paares durh
Vernihtung zweier Protonen. Ein solher Vorgang vermittelt durh Gravito-
nen könnte am LHC relevant werden. Abhängig von der Zahl der zusätzlihen
Dimensionen und dem Kompaktizierungsradius und damit der modizier-
ten Plankmasse ergibt sih ein Beitrag zu dem Wirkungsquershnitt für den
genannten Prozess. Dieser wird mit dem Wert verglihen, der bei alleini-
ger Zugrundelegung des Standardmodells erwartet würde, was Rükshlüsse
darauf zulässt, ob die Existenz zusätzliher Dimensionen sih in einer signi-
kant erhöhten ZZ-Produktionsrate äuÿern könnte. Das Ergebnis der Unter-
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suhung der ZZ-Produktionsrate im ADD Modell stellt das eigentlih neue
wissenshaftlihe Ergebnis des ersten Teiles dar und ist in [1℄ veröentliht.
Natürlih handelt es sih bei der hier verwendeten eektive Beshreibungs-
weise der Gravitation um einen Versuh, die Gravitation in den Rahmen
der bisherigen empirish bestätigten Teilhenphysik zu integrieren, welhe
durh relativistishe Quantenfeldtheorien beshrieben wird. Dies rehtfertigt
den Titel der Arbeit Betrahtungen jenseits des Standardmodells der Teil-
henphysik auh in Bezug auf den ersten Teil. Es kann sih bei der hier
verwendeten linearen Entwiklung des metrishen Feldes um die Metrik der
ahen Minkowskiraumzeit a priori nur um eine Näherung handeln. Wihti-
ger aber ist, dass man es mit einer nihthintergrundunabhängigen Theorie zu
tun hat. Damit wird sie der eigentlih konzeptionell wihtigsten Aussage der
Allgemeinen Relativitätstheorie niht ganz gereht, die darin besteht, dass
die Raumzeit und ihre Struktur an sih eine dynamishe Entität darstellt, das
Gravitationsfeld also identish mit der Raumzeit selbst ist. Dennoh ist die
Theorie durhaus adäquat in Bezug auf die Untersuhung der Konsequenzen
der in der hier beshriebenen Weise zusätzlih eingeführten Dimensionen für
die Teilhenphysik.
Das erste Kapitel des zweiten Teiles Nihtkommutative Geometrie bein-
haltet zunähst eine Darstellung des theoretishen Gebäudes von Eihtheo-
rien. Diese führen die Bedeutung von Symmetrieprinzipien in der Teilhen-
physik vor Augen, denen wohl grundsätzlih eine konstitutive Rolle bei der
Beshreibung der Wirklihkeit zukommt. In Anshluss daran wird die elek-
troshwahe Theorie und der damit verknüpfte Higgsmehanismus vorge-
stellt. Das folgende Kapitel gibt eine Einführung in die Grundidee der niht-
kommutativen Geometrie, welhe unter anderem die Denition eines Stern-
produktes für die Multiplikation von Feldern zur Folge hat. Shlieÿlih wird
sih speziell der Formulierung von Eihfeldtheorien auf einer nihtkommu-
tativen Raumzeit zugewendet, die das Konzept von sogenannten Seiberg-
Witten-Abbildungen beinhaltet, welhe die Theorie der nihtkommutativen
Raumzeit auf eine Theorie mit kommutativer Raumzeit abbilden. Der letzte
Teil ist einer neuen Untersuhung gewidmet, welhe sih auf den Higgsme-
hanismus bezieht und rein theoretisher Natur ist. Es wird gezeigt, dass
die spontane Symmetriebrehung auf der nihtkommutativen Raumzeit nah
Abbildung auf die gewöhnlihen Felder zum gleihen Ergebnis führt wie die
spontane Symmetriebrehung nah der Abbildung, wie sie gewöhnlih in Be-
traht gezogen wird.
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Teil I
Gravitation und zusätzlihe
Dimensionen
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Kapitel 1
Die Allgemeine Relativitätsheorie
1.1 Historishe Einleitung
General Relativity is the disovery that spaetime and the gravitational eld
are the same entity. What we all >spaetime< is itself a physial objet, in
many respets similar to the eletromagneti eld. (Carlo Rovelli)
Gegen Ende des neunzehnten Jahrhunderts gab es zwei Bereihe in der
theoretishen Physik, die jeweils in sih widerspruhsfrei waren und den ihnen
entsprehenden Erfahrungsbereih angemessen beshreiben konnten. Es han-
delte sih um die klassishe Mehanik und die Elektrodynamik. Die klassishe
Mehanik stellt den ersten Versuh einer allgemeinen und exakten Naturtheo-
rie dar. Newton gelang es bekanntlih, alle mehanishen Ersheinungen, von
der Planetenbewegung bis hin zum harmonishen Oszillator in eine allge-
meine begriihe Form zu bringen, die durh die bekannten Newtonshen
Axiome ausgedrükt wird. Später wurde sie durh Lagrange und Hamilton
in einer noh eleganteren Weise mathematish formuliert. Die klassishe Me-
hanik kennt, um es in der Sprahe der Ontologie auszudrüken, vier basale
Entitäten. Es handelt sih um Raum, Zeit, Körper und Kräfte. Raum und
Zeit stellen so etwas wie eine starre Bühne dar, auf der sih das physikalishe
Geshehen abspielt, welhe selbst jedoh niht in das dynamishe Geshehen
miteinbezogen ist. Es sind die Körper, welhe den Gegenstand einer dyna-
mishen Beshreibung darstellen. Gemäÿ dem zweiten Newtonshen Axiom
ist die Beshleunigung eines Körpers proportional zu der auf ihn einwirken-
den Kraft. Damit ein physikalisher Vorgang eindeutig bestimmt ist, bedarf
es neben den Anfangsbedingungen für die Geshwindigkeit und die Positi-
on des entsprehenden Körpers eines speziellen Kraftgesetzes, dass eine Ab-
hängigkeit der Kraft vom Raumzeitpunkt festlegt. Im Falle der Astronomie
liefert dies das Newtonshe Gravitationsgesetz demgemäÿ zwishen zwei Kör-
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pern eine Kraft proportional zum reziproken des Abstandsquadrates und dem
Produkt der beiden Massen wirkt.
Es stellte sih jedoh heraus, dass die klassishe Mehanik niht in der La-
ge war, auh die im ahtzehnten und neunzehnten Jahrhundert untersuhten
elektromagnetishen Phänomene zu erklären. Den Shlüssel zu einer allge-
meinen Theorie, die genauso wie die Newtonshe Theorie im Bereih der
Mehanik alle Phänomene im Bereih der Elektrodynamik umfasste, lieferte
die Einführung des völlig neuartigen Begris des Kraftfeldes durh Faraday.
Faraday hatte die Idee, die in der klassishen Mehanik als starr vorausgesetz-
ten Kräfte selbst einer inneren Dynamik zu unterwerfen. Shlieÿlih gelang
Maxwell aufbauend auf der konzeptionellen Revolution durh Faraday die
exakte mathematishe Formulierung der Elektrodynamik. Er entwikelte ein
System von vier Gleihungen, welhe die Dynamik der elektromagnetishen
Kraftfelder vollständig beshreiben.
Nun entdekte jedoh Lorentz, dass die Maxwellshen Gleihungen niht
invariant unter der Transformationsgruppe der klassishen Mehanik, den
Galileitransformationen, sondern invariant unter einer neuen Transformati-
onsgruppe sind, den nah ihm benannten Lorentztransformationen. Diese ha-
ben die Eigenshaft, dass sie die Lihtgeshwindigkeit invariant lassen. Klas-
sishe Mehanik und Elektrodynamik sind also invariant unter untershied-
lihen Transformationsgruppen und damit unvereinbar. Daneben stand das
Experiment von Mihelson und Morley, das ebenfalls die Unabhängigkeit der
Lihtgeshwindigkeit vom Bezugssystem des Beobahters nahelegte. Es war
nun eine der groÿen Leistungen Einsteins, dass er erkannte, dass sih der Wi-
derspruh zwishen klassisher Mehanik und Elektrodynamik durh Aufga-
be der bisherigen Bedeutung des Begris der Gleihzeitigkeit aufheben lieÿ.
Einstein relativierte die Begrie des absoluten Raumes und der absoluten
Zeit, was zur speziellen Relativitätstheorie und damit zur Vereinheitlihung
von klassisher Mehanik und Elektrodynamik führte [2℄.
Die Revolution der speziellen Relativitätstheorie, welhe erstmals auf kon-
kret wissenshaftlihem Wege vor Augen führte, was in der Erkenntnistheo-
rie shon lange vorher behauptet wurde, dass nämlih unsere grundlegen-
den Denkstrukturen und damit die Art wie wir die Welt wahrnehmen und
denken zu untersheiden sind von ihrer realen Beshaenheit, hätte bereits
ausgereiht, um Einstein eine entsheidende Rolle in der Geistegeshihte
der Menshheit zuzuordnen. Dieses Urteil behält seine Gültigkeit auh dann,
wenn man einräumt, dass es andere Wissenshaftler wie Poinaré gab, die
ähnlihe Gedanken hatten. Tatsählih war Einstein mit der neu erreih-
ten begriihen Einheit jedoh noh niht zufrieden. Er sah grundsätzlih
zwei Probleme. Erstens trug die spezielle Relativitätstheorie noh niht die
Gleihberehtigung beliebiger Bezugssysteme sondern nur die aller Inertial-
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systeme in sih. Zweitens war die Theorie der Gravitation in ihrer alten Form
niht mit der speziellen Relativitätstheorie vereinbar, da sie eine instantane
Wirkung zwishen Massen voraussetzte, was natürlih dem Postulat wider-
spriht, dass die Lihtgeshwindigkeit eine obere Grenze für den Austaush
von Information darstellt. Einstein versuhte also, die Gravitation in Ana-
logie zur Elektrodynamik als Feldtheorie zu formulieren. Es war allerdings
höhst bemerkenswert, dass im Falle der Gravitation die Gröÿe, von wel-
her die Wehselwirkung des Körpers mit dem Feld abhängt, nämlih die
shwere Masse, äquivalent ist zur trägen Masse, also einer Gröÿe, welhe
allgemeine mehanishe Eigenshaften eines Körpers bestimmt. Dies verhält
sih also anders als im Fall der Elektrodynamik, wo der Kopplungsparame-
ter, nämlih die Ladung, völlig unabhängig ist von der trägen Masse eines
Körpers. Die Gleihheit des Kopplungsparameters der Gravitation mit der
Gröÿe, welhe bestimmt, wie sehr ein Körper auf Kräfte reagiert, brahte
Einstein shlieÿlih auf die geniale Idee, dass bei der Gravitation die Raum-
zeit selbst das Wehselwirkungsfeld sein könnte. Diese erhielte dann selbst
eine innere Dynamik und träte mit den anderen Gegenständen physikalisher
Beshreibung in Wehselwirkung. Durh die Riemannshe Geometrie wurde
die mathematishe Sprahe geliefert, um eine solhe dynamishe Raumzeit zu
beshreiben. Der Gedanke, dass der physikalishe Raum eine von der euklidi-
shen Geometrie abweihende Struktur haben könnte, ndet sih bereits bei
Gauss, welher Experimente anstellte, um genau dies herauszunden, aber
keine Abweihung von der euklidishen Geometrie feststellen konnte. Frei-
lih geht die Einsteinshe Beshreibungsweise der Raumzeit noh viel weiter
[3℄. Die Allgemeine Relativitätstheorie stellt den Abshluss der klassishen
Physik dar und ist wahrsheinlih der Gipfel begriih-konzeptionellen Den-
kens in der Geshihte der Naturwissenshaft überhaupt. In der folgenden
Darstellung soll zunähst auf einige für die mathematishe Formulierung der
Allgemeinen Relativitätstheorie bedeutsame dierentialgeometrishe Aspek-
te eingegangen werden, ehe mit ihrer Hilfe eine kurze Beshreibung der Theo-
rie selbst folgt. Natürlih kann im Rahmen dieser Arbeit nur auf die basalen
Grundprinzipien eingegangen werden. Ausführlihere Darstellungen können
beispielsweise in [4℄,[5℄ und [6℄ gefunden werden.
1.2 Mathematisher Formalismus
Für die folgende Betrahtung soll zunähst einmal in Erinnerung gerufen
werden, dass man es bei der mathematishen Beshreibung physikalisher
Vorgänge grundsätzlih mit Räumen zu tun hat. Diese müssen niht mit
dem physikalishen Anshauungsraum zu tun haben. Es kann sih auh um
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rein abstrakte mathematishe Räume handeln, die bestimmte Zusammen-
hänge in der Natur widerspiegeln sollen, wie etwa die Zustandsräume in der
Quantenmehanik, welhe eine Hilbertraumstruktur aufweisen. Hierbei ist es
wihtig, dass die Struktur solher Räume niht a priori gegeben ist, sondern
dass man diese Struktur durh Einführung bestimmter Konzepte zunähst
denieren muss.
1.2.1 Dierenzierbare Mannigfaltigkeiten
Am Anfang sei der Begri der dierenzierbaren Mannigfaltigkeit eingeführt,
da er das mathematishe Grundgerüst darstellt, auf dem alle folgenden Kon-
struktionen der Allgemeinen Relativitätstheorie aufbauen.
Es sei zunähst eine abstrakte Punktmenge M gegeben, welhe die Struk-
tur eines topologishen Raumes aufweise, was bedeutet, dass ein System of-
fener Mengen deniert ist, welhes den Axiomen einer Topologie genügt. Als
Karte bezeihnet man eine bijektive Abbildung φ einer oenen Teilmenge U
aus M in eine oene Menge des Rd
φ : U → Rd.
Durh eine solhe Karte werden die einzelnen Punkte p aus U mit Koordi-
naten xα bezeihnet, die den Punkten im Rd entsprehen. Die Karten fun-
gieren also als Koordinatensysteme für die Mengen, auf denen sie deniert
sind. Wenn man nun zwei vershiedene Karten φ und φ
′
betrahtet, die auf
zwei vershiedenen Mengen U und U
′
deniert sind, die einander shneiden,
so ist die Shnittmenge U
⋂
U
′
mit zwei Koordinatensystemen xα und xα
′
überdekt. Diese müssen also zwangsläug direkt miteinander verknüpft sein,
was bedeutet, dass man die einen Koordinaten als Funktionen der anderen
darstellen kann
xα
′
= yα
′
(xβ) , xα = yα(xβ
′
). (1.1)
Als Atlas bezeihnet man eine Menge von Karten, welhe den gesamten Raum
M überdeken. Eine dierenzierbare Ck-Mannigfaltigkeit ist nun eine Menge,
auf der ein solher Atlas deniert ist, wobei für die Karten, die der Atlas
enthält, gelten muss, dass die Funktionen, welhe auf der Shnittmenge zweier
Karten die Koordinaten der einen Karte in die der anderen abbilden, k mal
stetig dierenzierbar sein müssen. Die Dimension der Mannigfaltigkeit ist
durh die Anzahl der Koordinaten bestimmt, welhe notwendig ist, um einen
Punkt zu Kennzeihnen, also die Dimension d des Rd, in welhen die Karten
die Punkte der Mannigfaltigkeit abbilden.
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1.2.2 Tangentialräume und Tensorfelder
Um den Begri des Tangentialvektors bzw. des Tangentialraumes einzufüh-
ren, kann man zunähst davon ausgehen, dass man es mit einer dierenzier-
baren d-dimensionalen Mannigfaltigkeit zu tun hat, auf der eine Funktion
f deniert sei. In einer Umgebung eines Punktes p ist nun eine Karte de-
niert, welhe es gestattet, den entsprehenden Punkt durh die d Koordina-
ten (x1(p), ..., xd(p)) zu kennzeihnen. Desweiteren bezeihne k eine Kurve
auf der Mannigfaltigkeit, welhe durh s parametrisiert sei. In der Umge-
bung des Punktes p können die Koordinaten der Punkte, welhe die Kurve
durhläuft, also in Abhängigkeit von s ausgedrükt werden. Für die Werte
der Funktion f entlang der Kurve gilt also
f(s) = f(x1(s), ..., xd(s)). (1.2)
Es gelte k(sp) = p. Man kann nun die Änderung der Funktion entlang der
Kurve k im Punkt p betrahten, indem man sie dort nah dem Parameter s
ableitet
df
ds
|s=sp=
∂f(x1(s), ..., xd(s))
∂x1
∂x1(s)
∂s
+ ... +
∂f(x1(s), ...xd(s))
∂xd
∂xd(s)
∂s
|s=sp .
(1.3)
Die Abbildung, welhe der Funktion ihre Ableitung entlang einer Kurve zu-
ordnet, bezeihnet man als Derivation. Man kann sie gewissermaÿen durh
den Operator
d
ds
=
∂
∂x1
∂x1(s)
∂s
+ ... +
∂
∂xd
∂xd(s)
∂s
(1.4)
darstellen. Da man solhe Derivationen nun linear kombinieren kann und das
Ergebnis wieder eine Derivation darstellt, bildet die Menge der Derivatio-
nen in einem Punkt p einen Vektorraum, den Tangentialvektorraum Tp an p,
wobei jede einzelne Derivation einem Tangentialvektor repräsentiert, dessen
Komponenten den Ableitungen der Koordinaten nah dem Parameter ent-
sprehen (∂x
1
∂s
, ..., ∂x
d
∂s
). Die Menge der Linearformen λ auf einem Vektorraum
V, also Abbildungen der Form
λ : V →R mit λ(av1 + bv2) = aλ(v1) + bλ(v2) v1, v2 aus V,
bilden den Dualraum. Im Falle eines Tangentialvektorraumes bezeihnet man
den Dualraum als Kotangentialraum. Die Menge aller Tangentialvektorräu-
me bzw. Kotangentialvektorräume bezeihnet man als das Tangentialbündel
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bzw. Kotangentialbündel. Ein Tensor W ist eine Multilinearform, also eine
Abbildung der folgenden Form
W : V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
n−mal
×V × ...× V︸ ︷︷ ︸
m−mal
→R,
wobei V ∗ den Dualraum eines Vektorraums V von Vershiebungsvektoren,
also im Falle einer Mannigfaltigkeit den Kotangentialvektorraum zum Vek-
torraum V darstellt. Ein solher Tensor wird als n-fah kontravariant und
m-fah kovariant bezeihnet. Die Begrie ko- und kontravariant rühren da-
her, dass sih die Komponenten bei einer Basistransformation gemäÿ oder
umgekehrt zu den Basisvektoren transformieren. Im folgenden wird ein Ten-
sor durh die Indizes beshrieben werden, welhe die einzelnen Komponenten
bezüglih einer Basis kennzeihnen, wobei n Indizes oben und m Indizes un-
ten stehen. Eine Abbildung, welhe jedem Punkt einer Mannigfaltigkeit einen
Tensor zuordnet, bezeihnet man als Tensorfeld.
1.2.3 Ane Zusammenhänge
Als Parallelvershiebung von Vektoren wird eine Vershiebung bezeihnet,
welhe einen Vektor konstant lässt. In einem anen Raum können Vekto-
ren einfah von einem Punkt zu einem anderen vershoben werden, ohne
dass eine besondere Vorshrift angegeben werden müsste, wie zwei Vekto-
ren an untershiedlihen Punkten miteinander zu vergleihen sind. Daher
ist dort die Vershiebung von Vektoren auh grundsätzlih wegunabhängig.
Dies ist jedoh anders im Falle gekrümmter Räume. Hier hat man es an jedem
Raumpunkt mit einem lokalen Tangentialvektorraum zu tun und es muss eine
Struktur deniert werden, die bestimmt, wie Vektoren an untershiedlihen
Raumpunkten miteinander verglihen werden müssen. Hierzu führt man eine
kovariante Ableitung ein. Diese ordnet einem kontravarianten Vektor einen
einfah ko- und kontravarianten Tensor zu und ist durh ihre Wirkung auf
einen Satz von Basisvektoren eµ wie folgt bestimmt
∇µeν = Γρµνeρ. (1.5)
Hierbei bezeihnet man die Γρµν als Zusammenhangkoezienten. Mit diesen
kann man nun die Wirkung der kovarianten Ableitung auf einen kontrava-
rianten Vektor mit den Komponenten Xν bezüglih der Basis eν wie folgt
ausdrüken
∇µXν = ∂µXν + ΓνµρXρ. (1.6)
Für kovariante Vektoren mit den Komponenten Xν ergibt sih
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∇µXν = ∂µXν − ΓρµνXν . (1.7)
Der Riemannshe Krümmungsstensor ist durh den Kommutator zweier ko-
varianter Ableitungen angewandt auf einen Vershiebungsvektor wie folgt
deniert
(∇µ∇ν −∇ν∇µ)Xσ = R σµνρ Xρ. (1.8)
Da die Nihtkommutativität der Parallelvershiebung von Vektoren die Krüm-
mung eines Raumes beshreibt, ist der Riemanntensor ein Maÿ für jene
Krümmung. Man kann natürlih unmittelbar erkennen, dass er eine Anti-
symmetrie bezüglih µ und ν aufweist
R σµνρ = −R σνµρ . (1.9)
Desweiteren erfüllt er die zyklishe Identität
R σ[µνρ] = 0, (1.10)
und die sogenannte Bianhiidentität
∇[ǫR σµν]ρ = 0. (1.11)
Diese spielt in Bezug auf die Einsteinshen Feldgleihungen eine entshei-
dende Rolle. Wenn man (1.6) und (1.7) in (1.8) verwendet, kann man den
Riemanntensor in Abhängigkeit der Zusammenhangkoezienten ausdrüken
R σµνρ = ∂µΓ
σ
νρ − ∂νΓσµρ + ΓσµǫΓǫνρ − ΓσνǫΓǫµρ. (1.12)
Wihtig ist shlieÿlih noh die Denition der Torsion. Die Torsion entspriht
der Nihtkommutativität der kovarianten Ableitungen bezüglih ihrer An-
wendung auf skalarwertige Funktionen f. In der Allgemeinen Relativitäts-
theorie werden ausshlieÿlih torsionsfreie Zusammenhänge betrahtet, für
die demnah gilt
∇µ∇νf = ∇ν∇µf. (1.13)
Die Zusammenhangkoezienten Γρµν eines torsionsfreien Zusammenhangs sind
symmetrish bezüglih der unteren beiden Indizes. Durh Verwendung von
(1.6) und (1.7) in (1.13) ergibt sih nämlih
∂µ∂νf + Γ
ρ
µν∂ρf = ∂ν∂µf + Γ
ρ
νµ∂ρf. (1.14)
Die gewöhnlihen Ableitungen sind vertaushbar, womit man direkt
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Γρµν = Γ
ρ
νµ (1.15)
ablesen kann.
1.2.4 Riemannshe Mannigfaltigkeiten
Bisher wurden nur Mannigfaltigkeiten betrahtet, die mit einem anen Zu-
sammenhang ausgestattet waren. Auf solhen Mannigfaltigkeiten ist aller-
dings noh niht zwangsläug eine metrishe Struktur deniert. Um Begrien
wie dem Abstand zweier Punkte oder der Orthogonalität zweier Tangenti-
alvektoren einen Sinn zu verleihen, bedarf es der Einführung einer Metrik.
Eine Metrik g in einem Vektorraum ist ein symmetrisher zweifah kova-
rianter Tensor. Er ordnet also einem Paar zweier kontravarianter Vektoren
eine reelle Zahl zu. Zwei Vektoren mit Komponenten Xµ und Xν werden
orthogonal genannt, wenn gilt
gµνX
µXν = 0. (1.16)
Ein metrishes Feld ist damit ein symmetrishes zweifah kovariantes Tensor-
feld, das in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit den entsprehenden Tangenti-
alvektorraum mit einem inneren Produkt ausstattet. Mit der Auszeihnung
eines solhen metrishen Feldes ist also die geometrishe Struktur einer Man-
nigfaltigkeit vollkommen bestimmt. Die Metrik ordnet damit jedem Vektor
Xµ in direkter Weise einen dualen Vektor Xν zu
gµνX
µXν = XνX
ν . (1.17)
Man bezeihnet eine solhe Mannigfaltigkeit auh als Riemannshe Mannig-
faltigkeit.
Es ist nun möglih, den anen Zusammenhang, welher vershiedene Tan-
gentialvektorräume miteinander verbindet, mit Hilfe der Metrik zu denieren.
Im Rahmen der Allgemeinen Relativitätstheorie ist insbesondere der torsi-
onsfreie Zusammenhang von Bedeutung, welher durh die Bedingung de-
niert ist, dass innere Produkte zwishen Vektoren bei Vershiebung konstant
gehalten werden sollen, was einem Vershwinden der kovarianten Ableitung
bei Anwendung auf den metrishen Tensor entspriht. Dieser Zusammen-
hang ist eindeutig bestimmt und heiÿt Levy-Civita-Zusammenhang. Wenn
man nun die Zusammenhangkoezienten des Levy-Civita-Zusammenhangs
bestimmen möhte, muss die Bedingung
∇µgρσ = 0 (1.18)
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entsprehend umformuliert werden. Durh Anwenden der kovarianten Ablei-
tung auf jeden Index ergibt sih
∂µgρσ − Γνµρgνσ − Γνµσgρν = 0. (1.19)
Zyklishes Vertaushen der Indizes führt auf zwei weitere Gleihungen
∂µgρσ − Γνµρgνσ − Γνµσgρν = 0
∂ρgσµ − Γνρσgνµ − Γνρµgσν = 0
∂σgµρ − Γνσµgνρ − Γνσρgµν = 0. (1.20)
Wenn man nun die zweite Gleihung zur ersten addiert und die zweite sub-
trahiert, so ergibt sih unter Verwendung der Symmetrieeigenshaft des me-
trishen Tensors sowie (1.15) folgende Gleihung
− 2Γνµρgνσ + ∂µgρσ + ∂ρgσµ − ∂σgµρ = 0. (1.21)
Durh umstellen erhält man
Γνµρ =
1
2
gνσ(∂µgρσ + ∂ρgσµ − ∂σgµρ). (1.22)
In diesem speziellen Falle bezeihnet man die Zusammenhangkoezienten als
Christoelsymbole. Wenn man den Kommutator der kovarianten Ableitung
des Levy-Civita-Zusammenhangs auf die Metrik anwendet, so ergibt sih
(∇µ∇ν −∇ν∇µ)gρσ = R ρµνλ gλσ +R σµνλ gρλ = R σρµν +R ρσµν = 0. (1.23)
Das bedeutet, dass der Riemanntensor in diesem Fall antisymmetrish be-
züglih der hinteren beiden Indizes ist
R σρµν = −R ρσµν . (1.24)
1.3 Physikalishe Prinzipien
Das gesamte theoretishe Gebäude der Allgemeinen Relätivitätstheorie geht
aus dem Äquivalenzprinzip hervor, dass ausgehend von der bereits in der
Einleitung erwähnten Gleihheit von shwerer und träger Masse, die Un-
möglihkeit der Untersheidung eines beshleunigten Bezugssystems von der
Wirkung eines Gravitationsfeldes beinhaltet. Dies bedeutet, dass man die
Wirkung eines Gravitationsfeldes als Eigenshaft der Raumzeit selbst deuten
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kann, die eine in sih gekrümmte Struktur aufweist, welhe sih im Rahmen
der Riemannshen Geometrie dann in einer von der euklidishen abweihen-
den Metrik äuÿert. Der oben entwikelte Formalismus wird also gewisserma-
ÿen auf die reale Raumzeit übertragen.
1.3.1 Die Postulate der Allgemeinen Relativitätstheorie
Die Allgemeine Relativitätstheorie basiert auf zwei Grundpostulaten [3℄.
1) Die Raumzeit wird durh eine vierdimensionale Riemannshe Man-
nigfaltigkeit beshrieben, auf der demnah eine Metrik ausgezeihnet ist. Es
handelt sih um eine Lorentzmetrik, die grundsätzlih durh eine geeigne-
te Koordinatentransformation lokal in die Gestalt ηµν = diag(1,−1,−1,−1)
gebraht werden kann. Die genaue Geometrie der Raumzeit wird durh die
Materieverteilung bestimmt, wobei dieser Zusammenhang in mathematish
exakter Weise durh die Einsteinshen Feldgleihungen ausgedrükt wird
Gµν = −8πGTµν . (1.25)
2) Die Bewegung von kräftefreien Körpern erfolgt auf der kürzesten Linie
durh die Raumzeit. Eine solhe wird im verallgemeinerten Fall gekrümmter
Räume als Geodäte bezeihnet. Weltlinien von Körpern gehorhen also der
Geodätengleihung
X¨µ + ΓµρσX˙
ρX˙σ = 0, (1.26)
wobei die Γµρσ die Christoelsymbole bezeihnen.
1.3.2 Die Einsteinshen Feldgleihungen
Bei der Suhe nah den Feldgleihungen, welhe die Raumzeitstruktur be-
stimmen, wurde Einstein durh das Analogon aus der Elektrodynamik ge-
leitet. Hier koppelt das Elektromagnetishe Feld an den elektrishen Vie-
rerstrom Jν , welher die Ladungs- und Ladungsstromdihte enthält. Dieser
Zusammenhang wird durh die inhomogenen Maxwellshen Gleihungen aus-
gedrükt, die in kovarianter Formulierung in folgender Gleihung enthalten
sind
∂µF
µν = −Jν . (1.27)
Das Gravitationsfeld, also die Struktur der Raumzeit, kann aufgrund des klas-
sishen Grenzfalles, der sih im Newtonshon Gravitationsgesetz ausdrükt,
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nur durh die Materieverteilung deniert sein, genauer gesagt die Energie-
verteilung. Diese aber ist im Rahmen der Relativitätstheorie mit dem Impuls
zum Viererimpuls verbunden. Es ist nun der Energie-Impuls-Tensor, bezeih-
net als Tµν , welher analog der Viererstromdihte, welhe die Ladungsvertei-
lung bestimmt, die Energie- und Impulsverteilung der Materie beshreibt. Da
die Energie-Impuls-Verteilung die Struktur der Raumzeit festlegen soll, muss
es einen direkten Zusammenhang zu den Krümmungsgröÿen der Raumzeit
geben. Hierbei ist nun folgendes wihtig. Aufgrund des Energie- und Impul-
serhaltungssatzes muss der Energie-Impuls-Tensor divergenzfrei sein. Dies
bedeutet nihts anderes als
∇µTµν = 0. (1.28)
Daneben gibt es nur einen divergenzfreien Tensor zweiter Stufe, welher sih
aus den Krümmungsgröÿen konstruieren lässt. Dieser kann unter Verwendung
der Bianhiidentität (1.11) gefunden werden. Aus dieser ergibt sih mit (1.9)
∇ǫR σµνρ +∇µR σνǫρ +∇νR σǫµρ = 0. (1.29)
Durh erneute Anwendung von (1.9) im zweiten Ausdruk und Kontraktion
der Indizes ν und σ erhält man
∇ǫRµρ −∇µRǫρ +∇νR νǫµρ = 0. (1.30)
Wenn man nun im letzten Term ein weiteres Mal (1.9) sowie (1.24) benutzt
und anshlieÿend ρ mit ǫ kontrahiert, so ergibt sih
∇ρRµρ −∇µR +∇νRµν . (1.31)
Weiteres Umformen führt shlieÿlih auf
∇ν(Rµν − 1
2
Rgµν) = 0. (1.32)
Der Tensor
Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν (1.33)
ist also divergenzfrei und wird als Einsteintensor bezeihnet. Der darin auf-
tauhende Tensor Rµν = R
λ
µλν heiÿt Riitensor und die Gröÿe R = g
µνRµν
wird als Riiskalar bezeihnet. Aufgrund der Eigenshaft (1.32) vermutete
Einstein nun den Zusammenhang
Gµν = κTµν . (1.34)
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Dies ist die Einsteinshe Feldgleihung, wobei der Proportionalitätsfaktor
κ durh Analogieshlüsse zum klassishen Grenzfall, den die Einsteinshen
Feldgleihungen natürlih imlizit enthalten müssen, bestimmt werden kann.
Der Proportionalitätsfaktor hat jedoh keine prinzipielle Bedeutung und des-
halb soll er hier einfah nur angegeben werden, womit man shlieÿlih
Gµν = −8πGTµν (1.35)
erhält.
1.3.3 Bewegung von Körpern auf der Raumzeit
Die kürzeste Linie durh die Raumzeit zwishen zwei Punkten ist dadurh
deniert, dass sih ein Weltlinientangentialvektor entlang der gesamten Kur-
ve niht ändert, dass er also Parallelvershoben wird. Dies bedeutet, dass die
kovariante Ableitung in Rihtung der Kurve also des Tangentialvektors selbst
angewandt auf diesen Vektor an jeder Stelle der Kurve gleih null ist. Ein
Tangentialvektor ist durh die Ableitung der Koordinaten Xµ, die zu einer
Karte an einem bestimmten Punkt gehören, nah dem Kurvenparameter s
harakterisiert, welhe hier wie folgt notiert werden soll X˙µ = ∂X
µ
∂s
. Da die
Ableitung in Rihtung des Tangentialvektors von Interesse ist, werden die
Ableitungen in Rihtung der die Karte an einer bestimmten Stelle harak-
terisierenden Koordinaten mit den Komponenten des Tangentialvektors in
eben diesen Koordinaten gewihtet. Dies bedeutet, dass sih die Forderung
des Vershwindens der kovarianten Ableitung des Tangentialvektors entlang
der Kurve
∇sX˙ν = 0 (1.36)
wie folgt ausdrüken lässt
X˙ν∇νX˙µ = X˙ν∂νX˙µ + X˙νΓµνρX˙ρ = X¨µ + ΓµνρX˙νX˙ρ = 0. (1.37)
Dies ist aber die Geodätengleihung, welhe festlegt, wie sih der Tangential-
vektor der Weltlinie eines Körpers und damit die Bewegung des Körpers bei
vorgegebener Raumzeitstruktur verhält. Es handelt sih hierbei um eine Ver-
allgemeinerung des Galileishen Trägheitsprinzips für Räume mit beliebiger
Geometrie.
Kapitel 2
Die Einführung zusätzliher
Dimensionen
Die Allgemeine Relativitätstheorie in der beshriebenen Form hatte zwar
die Gravitation mit der speziellen Relativitätstheorie in einer einheitlihen
Theorie formuliert. Dennoh stellte auh sie, selbst bei Beshränkung auf
den Rahmen der klassishen Physik, noh keine völlig einheitlihe Naturbe-
shreibung dar, denn die Elektromagnetishen Felder blieben zur geometri-
shen Beshreibungsweise des Gravitationsfeldes wesensfremd. Darüber hin-
aus enthält die Einsteinshe Feldgleihung auf der rehten Seite den Energie-
Impuls-Tensor, dessen spezielle Gestalt aus einer anderen Theorie übernom-
men werden muss, während die das Gravitationsfeld beshreibenden Gröÿen
auf der linken Seite rein geometrisher Natur sind. Einstein strebte nun ei-
ne Beshreibungsweise an, bei der auh die Materie letztlih auf Geometrie
zurükgeführt wird.
2.1 Kaluza-Klein-Theorie
Eine Erweiterung der Allgemeinen Relativitätstheorie in dieser Rihtung ent-
wikelte der Mathematiker Theodor Kaluza [7℄. Seine Theorie beinhaltete
unter Einbeziehung einer fünften Dimension auh den Elektromagnetismus,
der damit also auh einer geometrishen Beshreibung zugänglih gemaht
wurde. Die Tatsahe, dass die fünfte räumlihe Dimension niht direkt in
Ersheinung tritt, kann durh den Ansatz Oskar Kleins auf elegante Art und
Weise erklärt werden, welher die Kaluzashe Theorie dahingehend modi-
zierte, dass er die zusätzlihe Dimension kompaktizierte [8℄.
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2.1.1 Die Struktur der Raumzeit nah Kaluza und Klein
Es wird also davon ausgegangen, dass der Raum neben den vier Dimensionen
der gewöhnlihen Raumzeit, die mit griehishen Indizes bezeihnet seien,
welhe von 0 bis 3 laufen, noh eine weitere Dimension x4 enthält, die in der
Weise kompaktiziert ist, dass sie periodish unter folgender Transformation
ist
x4 → x4 + 2πR, (2.1)
was also der Kompaktizierung zu einem Kreis entspriht. Die Metrik der
vollständigen Raumzeit gMN unter Einbeziehung der kompaktizierten Di-
mension besteht also aus den Komponenten, die sih auf die gewöhnlihe
Raumzeit beziehen, den Komponenten, deren einer Index sih auf die fünfte
Raumzeitdimension bezieht und der Komponente, deren beide Indizes sih
auf die kompaktizierte Komponente beziehen. Es wird davon ausgegangen,
dass die Metrik nur von den nihtkompaktizierten Koordinaten abhängt.
Der folgende Ansatz für den metrishen Tensor
gMN =
(
gµν + g44AµAν 2g44Aµ
2g44Aµ g44
)
(2.2)
und damit für ein innitesimales Linienelement
ds2 = gMNdx
MdxN = gµνdx
µdxν + g44(dx
4 + Aµdx
µ)2 (2.3)
ist invariant unter Transformationen der Form
xd → xd + λ(xµ) , Aµ → Aµ − ∂µλ. (2.4)
Dies entspriht also der Form nah einer Eihtransformation des Elektroma-
gnetishen Feldes. Damit lässt sih der Vierervektor Aµ mit dem Elektro-
magnetishen Potential identizieren. Tatsählih ergeben sih aus diesem
Ansatz die Maxwellshen Gleihungen. Die Herleitung, aus der dies hervor-
geht, sowie eine Darstellung des Kaluza-Klein-Formalismus im Allgemeinen
ndet sih in [9℄.
2.1.2 Generierung von Massen
Es soll nun ein skalares Feld auf einer solhen fünfdimensionalen Raumzeit
aufgespalten werden in einen Anteil, welher die Abhängigkeit von der vier-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit der normalen Raumzeit ausdrükt, und
eine Fourierentwiklung nah der kompaktizierten Koordinate, deren Anre-
gungen natürlih aufgrund der Periodizität der Koordinate gequantelt sind
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Φn(x
M ) =
∞∑
n=−∞
Φ(xµ)exp
(
inx4
R
)
. (2.5)
Bei einem masselosen Skalarfeld, dass der Gleihung ∂M∂
Mφn(x
M) = 0 ge-
nügt, ergibt sih durh Aufspaltung des Operators ∂M∂
M
in den d'Alembertoperator
auf der vierdimensionalen Raumzeit und die zweite Ableitung nah der kom-
paktizierten Koordinate
∂M∂
M = ∂µ∂
µ + ∂4∂
4
(2.6)
und anshlieÿender Anwendung von ∂4∂
4
die folgende Gleihung
∂µ∂
µΦn(x
µ) =
n2
R2
Φn(x
µ), (2.7)
also der Form nah eine Klein-Gordon-Gleihung mit einem Massenterm
n2
R2
.
Das Feld Φn erhält also eine Masse, die dem Quadrat der Shwingungszahl
der Anregung in der kompaktizierten Dimension proportional ist. Auf die
gleihe Weise erhalten im nähsten Kapitel Gravitonen eine Masse.
2.2 Das ADD-Modell
2.2.1 Die Grundidee
In einer anderen Weise werden im Rahmen des in jüngerer Zeit entwikelten
Randall-Sundrum-Modells [10℄,[11℄ und dem dazu verwandten ADD-Modell
[12℄,[13℄,[14℄ zusätzlihe Dimensionen eingeführt. Hier geht man davon aus,
dass die üblihen Materiefelder auf einer 3+1-dimensionalen Untermannig-
faltigkeit eines höherdimensionalen Raumes leben, der dem üblihen Raum
entspriht und im Falle des Randall-Sundrum-Modells eine zusätzlihe und
im Rahmen des ADD-Modells eine zunähst niht festgelegte Anzahl an zu-
sätzlihen Dimensionen enthält, die wie in der Theorie von Kaluza und Klein
auf eine bestimmte Art und Weise kompaktiziert sind. Im Gegensatz zu
allen anderen Feldern ist das Gravitationsfeld jedoh niht auf die Unter-
mannigfaltigkeit des üblihen Raumes beshränkt. Dies könnte eine möglihe
Lösung des Hierarhieproblems liefern, welhes in der Nihterklärbarkeit der
unglaublihen Shwähe der Gravitation im Vergleih zu allen anderen Weh-
selwirkungen besteht. Aus dem Newtonshen Gravitationsgesetz ergibt sih
eine neue Gröÿe, eine D-dimensionale Plankmasse MD, die in folgender Re-
lation zur gewöhnlihen Plankmasse MP steht
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M2P = cM
δ+2
D R
δ, c = const, (2.8)
wobei δ die Zahl der zusätzlihen Dimensionen und R den Kompaktizie-
rungsradius beshreibt. Bei der Voraussetzung, dass die Gravitation im Falle
der Existenz zusätzliher Dimensionen niht auf die üblihe 3+1-dimensionale
Raumzeit beshränkt ist, handelt es sih um eine vollkommen natürlihe An-
nahme. Wenn man die Gravitation nämlih, wie das in der Allgemeinen Rela-
tivitätstheorie getan wird, als geometrishe Eigenshaft der Raumzeit selbst
deutet, so bedeutet die Annahme, dass die Gravitation auh auf die zusätz-
lihen Dimensionen ausgedehnt ist, nihts anderes, als dass deren Geometrie
ebenfalls einer gewissen Dynamik unterworfen ist.
Es wird also von einer D-dimensionalen Raumzeit ausgegangen. Ein belie-
biger Punkt einer solhen Raumzeit wird durh ein D-Tupel an Koordinaten
z = (z1, ..., zD) beshrieben. Alle zu den 3+1 Dimensionen der gewöhnlihen
Raumzeit zusätzlihen Dimensionen sollen nun torusförmig kompaktiziert
werden. Das D-Tupel an Koordinaten wird also aufgespalten in die Koordina-
ten, welhe die Untermannigfaltigkeit der gewöhnlihen Raumzeit beshreibt,
und jene der zusätzlihen Dimensionen
z = (x0,x, y1, ..., yδ), δ = D − 4, (2.9)
wobei für die Koordinaten der zusätzlihen Dimensionen die gleihe Periodi-
zität wie im Falle der Theorie von Kaluza und Klein gilt
yj → yj + 2πR , j = 1, ..., δ. (2.10)
Dies entspriht der Kompaktizierung zu einem δ-dimensionalen Torus, des-
sen Volumen durh Vδ = (2πR)
δ
gegeben ist. Damit gilt für die Relation
zwishen MP und MD
M2P = 8πR
δM2+δD . (2.11)
2.2.2 Metrishe Struktur und Materieverteilung
Die metrishe Struktur des Raumes kann näherungsweise durh die im letzten
Kapitel beshriebenen Einsteinshen Feldgleihungen erweitert auf D Dimen-
sionen beshrieben werden
GMN = − TMN
M¯2+δD
, (2.12)
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wobei M¯D = (2π)
− δ
2+δMD. Damit ist der metrishe Tensor gMN mit M,N =
0, ..., D bestimmt. Interessant ist jedoh nun der Zusammenhang der Metrik
des höherdimensionalen Raumes zur Metrik der 3+1-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit. Für ein innitesimales Linienelement gilt
ds2 = GMN(Y (x))dY
MdY N
= GMN(Y (x))
∂Y M
∂xµ
dxµ
∂Y N
∂xν
dxν . (2.13)
Wenn man aber nun berüksihtigt, dass das Linienelement gleihzeitig durh
ds2 = gµνdx
µdxν beshrieben werden kann, bedeutet das für die Metrik gµν(x)
der in den höherdimensionalen Raum eingebetteten gewöhnlihen Raumzeit
gµν = GMN(Y (x))∂µY
M∂νY
N . (2.14)
Wie ist aber nun der die Materieverteilung bestimmende Energie-Impuls-
Tensor zu beshreiben ? Wenn davon ausgegangen wird, dass die Materie-
und Wehselwirkungsfelder auf der 3+1-dimensionalen Untermannigfaltig-
keit leben und man das Gravitationsfeld und damit seine Selbstenergie als
so shwah annimmt, dass sie im Vergleih zu der Energie der übrigen Felder
vernahlässigt werden kann, so muss auh der Energie-Impuls-Tensor auf die
gewöhnlihe Raumzeit beshränkt sein. Dies drükt sih mathematish in ei-
ner Deltafunktion bezüglih der zusätzlihen Dimensionen aus. Der Energie-
Impuls-Tensor der höherdimensionalen Raumzeit besitzt also folgende Form
TMN(z) = η
µ
Mη
ν
NTµν(x)δ(y). (2.15)
Die Formulierung von Feldtheorien auf einer Raumzeit der beshriebenen
Struktur wird in [18℄ gegeben.
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Kapitel 3
Eine Quantenfeldtheorie der
Gravitation
In diesem Kapitel soll es nun um die Formulierung der Gravitation als Quan-
tenfeldtheorie unter Berüksihtigung der zusätzlihen kompaktizierten Di-
mensionen gehen. Grundsätzlih besteht natürlih wie im klassishen Falle
auh hier die Formulierung aus zwei Teilbereihen. Einerseits muss die Art
und Weise festgelegt werden, wie die quantentheoretish beshriebenen Mate-
riefelder an das Gravitationsfeld koppeln und andererseits muss das Gravita-
tionsfeld selbst quantentheoretish beshrieben werden. Bezüglih des ersten
Teilproblems gibt es eine unumstrittene Beshreibungsmethode, welhe wie
im Falle der anderen Wehselwirkungen auf ein Eihprinzip zurükgeführt
werden kann. Im Gegensatz zu den anderen Wehselwirkungen, bei denen
Invarianz unter lokalen Transformationen bezüglih innerer Symmetriegrup-
pen gefordert wird, handelt es sih hierbei um die Forderung lokaler Invarianz
unter Lorentztransformationen. Im Hinblik auf eine Vereinheitlihung mit
den anderen Wehselwirkungen ist es sehr bemerkenswert, dass eine solhe
eihtheoretishe Formulierung auh im Falle der Gravitation möglih ist. Dies
ist ein wihtiges Bindeglied zu den übrigen Wehselwirkungen.
Die quantentheoretishe Beshreibungsweise des Gravitationsfeldes selbst
ist jedoh das eigentlih entsheidende Problem. Die hier verwendete Theorie
geht von einer Entwiklung des metrishen Feldes um die Minkowskimetrik in
linearer Näherung aus, welhe dann in die den Einsteinshen Feldgleihungen
korrespondierende Lagrangedihte eingesetzt wird. Ebenso wie bei der Quan-
tisierung von üblihen Eihtheorien wird die Methode der Pfadintegralquan-
tisierung verwendet. Diese von Feynman eingeführte quantenfeldtheoretishe
Beshreibungsweise führt direkt von der Lagrangedihte auf die Propagato-
ren. Es muss natürlih niht erwähnt werden, dass es sih hierbei nur um eine
eektive Theorie handelt, die in keiner Weise den Anspruh hat, die Gravi-
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tation auf fundamentale Weise quantentheoretish zu beshreiben. Dies ist
wie bereits in der Einleitung erwähnt shon aufgrund der fehlenden Hinter-
grundunabhängigkeit ausgeshlossen, welhe durh die Entwiklung um die
ahe Minkowskimetrik von vorneherein niht gegeben ist.
3.1 Eihtheorie der Gravitation
Gemäÿ den anderen fundamentalen Wehselwirkungen kann wie bereits er-
wähnt auh die Gravitation als Eihtheorie beshrieben werden. Man geht
also ebenfalls zunähst von einer freien Materiefeldgleihung aus, deren Kopp-
lung an das Gravitationsfeld dann durh eine Symmetrieforderung bestimmt
wird. Im Gegensatz zu der bei anderen Wehselwirkungen geforderten Inva-
rianz unter lokalen Transformationen bezüglih innerer Symmetrien fordert
man im Falle der Gravitation Invarianz unter lokalen Lorentztransformatio-
nen.
3.1.1 Lokale Lorentzinvarianz und Vierbein
Um das Verhalten von Fermionen in einem Gravitationsfeld eihtheoretish
zu beshreiben, muss zunähst ein neuer mathematisher Begri eingeführt
werden. Es handelt sih um das Vierbein bzw. im Falle zusätzliher Dimen-
sionen um das Vielbein. Hierzu muss man sih das (shwahe) Äquivalenz-
prinzip in Erinnerung rufen, demgemäÿ ein beliebiges Gravitationsfeld durh
Wahl geeigneter Koordinaten zum Vershwinden gebraht werden kann. In
dem ensprehenden Koordinatensystem gilt also
gmn = ηmn. (3.1)
Das Vierbein transformiert nun beliebige globale Koordinaten xµ in diejeni-
gen lokalen Koordinaten ym, in welhen die Krümmung vershwindet. Das
bedeutet
xm = emµ y
µ , ηmn = e
µ
me
ν
nηµν . (3.2)
Damit stellt das Vierbeinfeld eine vollständige zum metrishen Feld äquiva-
lente Beshreibungsweise des Gravitationsfeldes dar. Man geht also von der
freien Lagrangedihte des Dirafeldes aus
L = Ψ¯(iγµ∂µ −m)Ψ. (3.3)
Nun wird Invarianz unter lokalen Lorentztransformationen
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ψ → U(x)Ψ , ∂µ → Λνµ(x)∂ν , (3.4)
gefordert. Da es sih bei Ψ um ein Spinorfeld handelt, wird die Transfor-
mation durh die Generatoren der Lorentzgruppe in Diraspinordarstellung
Σmn =
i
4
[γm, γn] vermittelt. Durh die Einführung einer kovarianten Ablei-
tung der folgenden Form
Dm = e
µ
m(∂µ + iω
mn
µ Σmn), (3.5)
wobei die Zusammenhangkoezienten mit dem Vierbein in folgender Bezie-
hung stehen
ωmnµ = 2e
ν[m∂[µe
n]
ν] + eµpe
νmeσn∂[σe
p
ν], (3.6)
kann man nun eine unter lokalen Lorentztransformationen invariante Lagran-
gedihte erhalten
L = Ψ¯(iγµDµ −m)Ψ. (3.7)
Eine ausführlihere Beshreibung der Idee von Eihtheorien im Allgemeinen
ist in Kapitel 5 zu nden.
3.1.2 Wirkungen von Feldern im Gravitationsfeld
Wenn man nun die zur Lagrangedihte gehörige Wirkung formulieren möhte,
so muss man beahten, dass für ein innitesimales Volumenelement dV in
einem Raum mit der Metrik gµν gilt
dV = ǫµνρσdx
µdxνdxρdxσ, (3.8)
was zu folgendem Volumen eines Raumzeitbereihes ω führt
V =
∫
ω
√
−det(gµν)dx1dx2dx3dx4 =
∫
ω
√
−det(gµν)d4x. (3.9)
Dies bedeutet, dass das Volumenelement in den lokalen Koordinaten, die
zu einer ahen Metrik führen, mit den globalen Koordinaten in folgender
Beziehung steht
d4y =
√−gd4x, (3.10)
wodurh sih die folgende Wirkung ergibt
SFermion =
∫
d4x
√−g{Ψ¯(γmeµm(∂µ + iωmnµ Σmn)−m)Ψ}. (3.11)
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Hierbei steht g für det(gµν). Für weitere Aspekte bezüglih der eihtheo-
retishen Formulierung der Gravitation und des Vierbeinformalismus sei auf
[15℄,[16℄ und [17℄ verwiesen. Die Formulierung der Wirkung von Bosonen und
üblihen Eihfeldern ist bei weitem unproblematisher, da hier der metrishe
Tensor der Minkowskiraumzeit explizit auftauht und durh den allgemei-
nen metrishen Tensor einer gekrümmten Raumzeit ersetzt wird, was zu den
folgenden Wirkungen führt. Für ein Boson ergibt sih
SBoson =
∫
d4x
√−g{gµνDµΦDνΦ− V (Φ)}, (3.12)
wobei die kovarianten Ableitungen sih hier auf die üblihen Eihfelder be-
ziehen. Die kovariante Ableitung in Bezug auf das Gravitationsfeld, also die
Raumzeit, entspriht bei einem Skalarfeld natürlih der einfahen Ableitung.
Die Wirkung der Eihfelder sieht wie folgt aus
SEichfeld =
∫
d4x{−g
µρgνσ
4
FρσFµν}. (3.13)
3.2 Die Methode der Pfadintegralquantisierung
Um das Gravitationsfeld selbst im Rahmen einer Quantenfeldtheorie zu be-
shreiben und einen Propagator herzuleiten, soll zunähst eine kurze Be-
shreibung der Methode der Pfadintegralquantisierung gegeben werden, wie
sie in [19℄ gefunden werden kann. Feynman wurde bei der Suhe nah einer
quantenmehanishen Beshreibungsweise, welhe vom Prinzip der kleinsten
Wirkung ausgeht auf die Möglihkeit geführt, Propagatoren direkt aus der
Lagrangedihte herzuleiten [20℄. Ein Vorteil dieser Beshreibungsweise ist die
Tatsahe, dass sie explizit kovariant ist.
3.2.1 Allgemeine Formulierung
Gegeben sei ein quantenmehanishes System, dass durh einen Satz kom-
mutierender hermitesher Operatoren Qa vollständig beshrieben sei, wobei
die kanonish konjugierten Operatoren mit Pa bezeihnet seien und durh
die Vertaushungsrelationen der Heisenbergalgebra deniert sind
[Qa, Pb] = iδab , [Qa, Qb] = [Pa, Pb] = 0. (3.14)
|q〉 sei Eigenzustand zu allen Operatoren Qa und die zeitlihe Entwiklung
werde durh den Hamiltonoperator H beshrieben. Die Wahrsheinlihkeit
ein Teilhen zur Zeit t' im Eigenzustand |q′〉 zu nden, wenn es sih zum
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Zeitpunkt t im Eigenzustand |q〉 befunden hat, kann im Rahmen des Feyn-
manshen Pfadintegralformalismus wie folgt ausgedrükt werden
〈q′, t′|q, t〉 = lim
dτ→0
∫ [N−1∏
k=1
∏
a
dqk,a
][∏
b
N−1∏
k=0
dpk,b
2π
]
exp
[
i
N∑
k=1
(∑
a
(qk,a − qk−1,a)pk−1,a −H(qk, pk−1)dτ
)]
, (3.15)
wobei das Zeitintervall t′ − t in N Zeitintervalle dτ = t′−t
N
unterteilt sei. Im
Grenzfall dτ → 0 ergibt sih damit
〈q′, t′|q, t〉 =
∫ q′a
qa(t)
∏
τ,a
dqa(τ)
∏
τ,b
dpb(τ)
2π
exp
[
i
∫ t′
t
dτ
(∑
a
(q˙a(τ)pa(τ)−H(q(τ), p(τ))dτ
)]
. (3.16)
Dieser Zusammenhang kann so interpretiert werden, dass ein quantenmeha-
nishes System in gewissem Sinne alle möglihen dynamishen Entwiklun-
gen gleihzeitig durhläuft. Die Wahrsheinlihkeit es zur Zeit t' in einem
Zustand |q′〉 zu nden, wenn es sih zur Zeit t im Zustand |q〉 befunden hat
entspriht der Überlagerung aller dynamishen Entwiklungen die zwishen
diesen beiden Zeitpunkten formal möglih sind. Im Exponenten steht ein
Ausdruk, der in den physikalish relevanten Fällen der Wirkung des Systems
entspriht. Nun werden sih die Amplituden von möglihen Entwiklungswe-
gen, deren Wirkung sih stark untersheidet, im Mittel gegenseitig aufheben,
da sie aufgrund des Auftauhens der Wirkung in der Exponentialfunktion
niht kohärent sind. Es tragen also im Wesentlihen nur die Entwiklungswe-
ge zum letztlih messbaren Betragsquadrat des inneren Produktes zwishen
Anfangs- und Endzustand bei, denen ein Wert der Wirkung in der Nähe
des Maximums entspriht, da die Amplituden hier nahezu kohärent sind und
sih aufsummieren. Dies bedeutet im klassishen Grenzfall die Implikation
des Hamiltonshen Prinzips der kleinsten Wirkung. Im Rahmen einer quan-
tenfeldtheoretishen Beshreibungsweise werden die Operatoren Qa und Pa
durh Feldoperatoren Φm(x) und ihre kanonish konjugierten Feldoperatoren
Πm(x) ersetzt, welhe von den Raumzeitkoordinaten abhängen und einen In-
dex m für den Spinfreiheitsgrad besitzen. Als Vakuum-Vakuum-Amplitude
für ein zeitgeordnetes Produkt von Operatoren ergibt sih hier
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〈V ac|T{OA[ΦA(tA),Π(tA)],OB[ΦB(tB),Π(tB)], ...|V ac〉
= |N |2
∫ [∏
τ,x,m
dφm(x, τ)
][∏
τ,x,m
dπm(x, τ,m)
2π
]
OA[π(tA), φ(tA)]OB[π(tB), φ(tB)]
×exp
[
i
∫ ∞
−∞
dτ
(∫
d3x(
∑
m
φ˙m(x, τ)πm(x, τ)−H [φ(τ), π(τ)]) + iǫ
)]
.
(3.17)
Der Integrand in der Exponentialfunktion hat die Gestalt einer Lagrange-
dihte. Da die Impulsoperatoren jedoh zunähst unabhängige Gröÿen sind,
darf dieser niht einfah der Lagrangedihte gleihgesetzt werden. Dies ist nur
dann der Fall, wenn der Hamiltonoperator eine quadratishe Abhängigkeit
von den kanonish konjugierten Impulsoperatoren aufweist, denn man kann
zeigen, dass dann gilt
Ψ˙(x, τ) =
δH [Ψ(τ),Π(τ)]
δπ(x, τ)
, (3.18)
was bedeutet
L[Ψ(τ), Ψ˙(τ)] =
∫
d3x(
∑
n
Ψ˙(x, τ)Π(x, τ)−H [Ψ(τ),Π(τ)]), (3.19)
und damit
〈V ac|T{OA[ΦA(tA),Π(tA)],OB[ΦB(tB),Π(tB)], ...|V ac〉
= |N |2
∫ [∏
τ,x,m
dφm(x, τ)
][∏
τ,x,m
dπm(x, τ,m)
2π
]
OA[π(tA), φ(tA)]OB[π(tB), φ(tB)]exp
[
i
∫ ∞
−∞
dτL
[
Ψ(τ), Ψ˙(τ)
]
+ iǫ
]
. (3.20)
3.2.2 Herleitung eines Propagators
Um nun den Propagator des freien Feldes zu erhalten, zerlegt man die La-
grangedihte L in einen Term L0, welher das freie Feld beshreibt, und einen
Wehselwirkungsterm L1
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L[Ψ(τ), Ψ˙(τ)] =
∫
d3x[L0(Ψ(x, τ), ∂µΨ(x, τ)) + L1(Ψ(x, τ), ∂µΨ(x, τ))].
(3.21)
Der Term L0, welher das freie Feld beshreibt, ist eine quadratishe Funktion
des Feldes und daher kann der freie Teil der Wirkung wie folgt ausgedrükt
werden
S0 =
∫
d4xΨm(x)Dmm′Ψm′ . (3.22)
Wenn man D nun im Impulsraum ausdrükt, so kann man durh eine reht
lange Herleitung zeigen [19℄, dass für den Propagator im Ortsraum gilt
∆(y, x) =
1
(2π)4
∫
d4peip(y−x)D−1(p). (3.23)
Im Falle einer Quantisierung von Eihtheorien ist noh die Einführung eines
Eihxierungstermes von Nöten, der die Gestalt einer Deltafunktion hat,
sodass der Gesamtausdruk nur einen Beitrag liefert, wenn die Eihbedingung
erfüllt ist. Es ergibt sih in diesem Falle ein Ausdruk der folgenden Form
für das Pfadintegral eines Feldes Ψ
〈V ac|V ac〉 =
∫ [∏
dΨ(x)
]
δ[(G(Ψ)] det|δG
δα
| exp(iS[Ψ(x)]), (3.24)
wobei G die Eihxierungsfunktion und α der Eihparameter ist. Wenn man
die Eihxierung und die Determinante in eine Exponentialfunktion um-
shreibt erhält man einen zusätzlihe Eihxierungsterm im quadratishen
Teil der Lagrangedihte sowie sogenannte Geisterfelder (siehe beispielsweise
[21℄ oder [22℄). Aber diese Thematik spielt hier keine weitere Rolle, da es
hier um Gravitonen gehen wird, deren Shwingungszustände in den zusätz-
lihen Dimensionen ihnen eine Masse verleihen, wodurh die Eihinvarianz
aufgehoben wird.
3.3 Quantisierung des Gravitationsfeldes
3.3.1 Die Lagrangedihte des Gravitationsfeldes
Bezüglih der Herleitung eines Propagators für das Graviton, ist es zunähst
einmal wihtig, dass man die Einsteinshe Feldgleihung, wie alle anderen
dynamishen Gleihungen durh eine Wirkung beshreiben kann, die durh
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das bekannte Hamiltonshe Variationsprinzip dann wieder auf die Einstein-
shen Gleihungen führt. Es handelt sih um die Einstein-Hilbert-Wirkung,
welhe folgende Gestalt hat
SEH =
1
16πG
∫
d4x
√−gR. (3.25)
Im allgemeineren Fall einer beliebigen Anzahl D an Raumzeitdimensionen
hat man es mit der folgenden Wirkung zu tun
S = −1
2
MD−2
∫
dDx
√
gR. (3.26)
Diese muss zunähst in eine geeignete Gestalt gebraht werden, um anshlieÿ
end den Propagator für das Graviton aus ihr ableiten zu können. Man verwen-
det nun eine lineare Entwiklung der Metrik gMN um die Minkowskimetrik
der ahen Raumzeit
gMN = ηMN + 2M
(D−2)
2 hMN . (3.27)
Die hier gegeben Darstellung der Quantisierung des Gravitationsfeldes folgt
im Wesentlihen der in [23℄ gelieferten Herleitung. Eine Beshreibung der
entsprehenden eektiven Quantenfeldtheorie im Falle einer gewöhnlihen
Raumzeit wird hier übergangen. Hierfür sei auf [24℄ verwiesen. In der Einstein-
Hilbert-Wirkung tauht der Rii-Skalar R auf, welhen man aus dem Rie-
manntensor durh Kontraktion erhält. Da der Riemanntensor gemäÿ des Zu-
sammenhangs aus dem ersten Kapitel (1.12) über die Zusammenhangkoef-
zienten bestimmt ist, welhe wiederum im Falle der Allgemeinen Relativi-
tätstheorie als Christoelsymbole über die Metrik deniert sind (1.22), führt
(3.27) auf einen Ausdruk für R in Abhängigkeit von h, womit sih folgender
Ausdruk für die Lagrangedihte Lh = √−gR ergibt
Lh = −1
2
∂M∂
Mh+
1
2
∂RhMN∂
RhMN + ∂Mh
MN∂Nh− ∂MhMN∂RhRN . (3.28)
Diese Lagrangedihte ist zunähst invariant unter Eihtransformationen der
folgenden Form
xM → xM + 2M2−D2αM(x) , hMN → hMN − (∂MαN + ∂NαM). (3.29)
Dies würde das Hinzufügen eines Eihxierungstermes der Gestalt Lhg =
1
α
CMC
M
notwendig mahen. Im Rahmen dieser Arbeit sollen aber wie be-
reits erwähnt massebehaftete Gravitonen betrahtet werden. Durh Einfüh-
rung eines sogenannten Fierz-Pauli-Termes−1
2
m2(hMNhMN−h2) erhält man
folgende Lagrangedihte für das Graviton, welhes nun massebehaftet ist
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Lh = −1
2
∂Mh∂
Mh+
1
2
∂RhMN∂
RhMN + ∂µh
MN∂Nh− ∂MhMN∂RhRN
−1
2
m2(hMNhMN − h2). (3.30)
Diese besitzt nun keine Eihfreiheit mehr, womit keine zusätzlihen Terme
in das entsprehende Pfadintegral eingeführt werden müssen.
3.3.2 Der Gravitonpropagator
Als Gravitonpropagator ergibt sih shlieÿlih unter Verwendung der allge-
meinen Relation zwishen dem Anteil des freien Feldes in der Lagrangedihte
und dem entsprehenden Propagator (3.23) der folgende Ausdruk für den
Gravitonpropagator
∆MNRS(x, y) =
∫
dDk
(2π)D
PMNRS(k)
k2 −m2 e
−ik(x−y), (3.31)
wobei der Polarisationstensor Pµνρσ wie folgt aussieht
PMNRS(k) =
1
2
(ηMRηNS + ηMSηNR)− 1
D − 2ηMNηRS (3.32)
− 1
2m2
(ηMRkNkσ + ηNSkMkR + ηMRkNkS + ηNSkMkR)
+
1
(D − 1)(D − 2)(ηMN +
D − 2
m2
kMkN)(ηRS +
D − 2
m2
kRkS). (3.33)
Es wurde also ein Propagator für massebehaftete Gravitonen in einer D-
dimensionalen Raumzeit hergeleitet. Innerhalb des ADD-Modells sind die
zusätzlihen Dimensionen aber kompaktiziert. Deshalb wählt man für das
Gravitationsfeld, das im Rahmen der obigen Entwiklung (3.27) durh hµν
beshrieben wird einen Ansatz, der dem bereits im letzten Kapitel beshrie-
benen für das Skalarfeld entspriht (2.5), mit dem Untershied, dass von
einer beliebigen Anzahl δ an zusätzlihen Dimensionen ausgegangen wird.
Das führt auf folgenden Ausdruk für das Gravitationsfeld
hMN(z) =
δ∑
j=1
∞∑
nδ=−∞
hMN(x)√
Vδ
ei
njyj
R . (3.34)
Gemäÿ der betrahteten Situation eines Skalarfeldes bei einer zusätzlihen
Dimension verleihen die Anregungen in den kompaktizierten Dimensionen
38 KAPITEL 3. EINE QUANTENFELDTHEORIE DER GRAVITATION
dem Gravitationsfeld eine Masse, wobei die Masse nun der Summe der Qua-
drate des Verhältnisses der Shwingungszahlen zum Radius entspriht
δ∑
j=1
|nˆj |2 , |nˆj|2 = |nj |
2
R2
. (3.35)
Der in der obigen Betrahtung eingeführte Massenterm ergibt sih also unter
der Annahme, dass das Gravitationsfeld in den zusätzlihen kompaktizier-
ten Dimensionen Anregungszustände besitzt, die aufgrund der Periodizität
gequantelt sein müssen [25℄, [26℄. Die Masse ist hier jedoh niht wie gewöhn-
lih eine Konstante, sondern eben auh eine Eigenshaft eines Zustandes. In
dieser Beshreibungsweise wird die Störung der Metrik, welhe dem Gravi-
tationsfeld entspriht, also aufgespalten in einen Anteil der die Geometrie
der Untermannigfaltigkeit beshreibt, auf der die bekannten Materiefelder
leben, und die zusätzlihen Freiheitsgrade der weiteren Dimensionen. Bezüg-
lih der Wehselwirkung mit den Materiefeldern ist also nur der erste Anteil
von Bedeutung, wobei die Shwingungen in den zusätzlihen Dimensionen
natürlih das Verhalten der Gravitonen insofern beeinussen als sie ihnen
eben eine Masse verleihen. Dies bedeutet, dass sih letztlih für den Gra-
vitonpropagator in dem hier vorausgesetzten Modell der oben hergeleitete
Gravitonpropagator (3.31) für den Fall von 4 Dimensionen ergibt
∆µνρσ(x, y) =
∫
dDk
(2π)D
Pµνρσ(k)
k2 −m2 e
−ik(x−y), (3.36)
mit Polarisationstensor
Pµνρσ(k) =
1
2
(ηµρηνσ + ηµσηνρ)− 1
2
ηµνηρσ (3.37)
− 1
2m2
(ηµρkνkσ + ηµσkνkρ + ηνρkµkσ + ηνσkµkρ)
+
1
6
(ηµν +
2
m2
kµkν)(ηρσ +
2
m2
kρkσ),
wobei für die Masse m gilt
m2 =
δ∑
j=1
(
n2j
R2
)
. (3.38)
Durh Fouriertransformation erhält man wie üblih den Propagator im Im-
pulsraum
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δµνρσ =
Pµνρσ(k)
k2 −m2 . (3.39)
Der Polarisationstensor erfüllt die folgenden Relationen
ηµνPµνρσ = 0 , k
µPµνρσ = 0. (3.40)
Der Gravitonpropagator (3.36) wird in [25℄ auf eine etwas andere Art und
Weise hergeleitet.
3.3.3 Kopplungen und Vertizes
Wenn man nun die Wehselwirkung mit Materiefeldern konkret beshreiben
will, so muss man den Energie-Impuls-Tensor in die Lagrangedihte integrie-
ren. Die oben angegebene Einstein-Hilbert-Wirkung bezieht sih nur auf die
Einsteingleihung ohne Materie, bei der also Tµν = 0 angenommen wird. Es
ist also notwendig, zur Lagrangedihte für das freie massebehaftete Graviton
einen zusätzlihen Term zu addieren, welher auf den Energie-Impuls-Tensor
in den Einsteinshen Feldgleihungen führt. Insgesamt lautet damit die La-
grangedihte
Lh = −1
2
∂µh∂
µh +
1
2
∂Rhµν∂
Rhµν + ∂µh
µν∂νh− ∂µhµν∂RhRν
−1
2
m2(hµνhµν − h2)− 1
M¯P
hµνTµν . (3.41)
Die spezishe Form des Energie-Impuls-Tensors ist natürlih durh die Wir-
kungen (3.11),(3.12),(3.13) deniert, welhe das Verhalten von Materiefeldern
in gekrümmten Raumzeiten beshreibt und um welhe die Einstein-Hilbert-
Wirkung des freien Gravitationsfeldes erweitert werden muss. Aus den in
diesen enthaltenen Kopplungstermen bestimmt man die Vertizes. Für die
Wehselwirkung eines Fermion bzw. Vektorbosons ergeben sih die folgenden
Vertizes [25℄.
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Fermion-Fermion-Graviton
− i
4M¯P
[Wµν +Wνµ] (3.42)
Wµν = (p1 + p2)µγν
Vektorboson-Vektorboson-Graviton
− i
4M¯P
δab[Wµνρσ +Wνµρσ] (3.43)
Wµνρσ =
1
2
ηµν(k1σk2ρ − k1 · k2ηρσ) + ηρσk1µk2ν
+ηµρ(k1 · k2ηνσ − k1σk2ν)− ηµσk1νk2ρ
3.3. QUANTISIERUNG DES GRAVITATIONSFELDES 41
Fermion-Fermion-Vektorboson-Graviton
− i
2M¯P
gT a(Xµνα +Xνµα) Xµνα = γµηνα (3.44)
Vektorboson-Vektorboson-Vektorboson-Graviton
g
M¯P
fabc [Y (k1)µναβγ + Y (k2)µνβγα + Y (k3)µνγαβ
+Y (k1)νµαβγ + Y (k2)νµβγα + Y (k3)νµγαβ ]
Y (k) = kµ(ηνβηαγ − ηνγηαβ)
+kβ
(
ηµαηνγ − 1
2
ηµνηαγ
)
− kγ
(
ηµαηνβ − 1
2
ηµνηαβ
)
(3.45)
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Kapitel 4
ZZ-Produktion durh
Gravitonenvermittlung
In diesem Kapitel soll die in den vorigen Kapiteln dargestellte Theorie nun
auf einen konkreten physikalishen Vorgang angewandt werden. Es soll der
Vorgang betrahtet werden, bei dem ein Teilhen und ein Antiteilhen sih
gegenseitig vernihten und dabei ein virtuelles Graviton erzeugen, das sih
anshlieÿend in zwei Z-Teilhen umwandelt. Diese stellen neben den W+ und
den W−-Teilhen die Austaushteilhen der shwahen Wehselwirkung dar
(siehe Kapitel 5). Hierbei handelt es sih um einen Prozess, der im Standard-
modell ziemlih unwahrsheinlih ist. Daher könnte der Gravitonenaustaush,
welher unter der Annahme zusätzliher Dimensionen und einer entsprehend
modizierten PlankmasseMD sehr viel wahrsheinliher wird, zu einer deut-
lihen Abweihung gegenüber dem gemäÿ dem Standardmodell erwarteten
Wert für die Produktionsrate führen. Im Speziellen soll hier das Aufein-
andertreen zweier Protonen untersuht werden, da dies der Situation am
LHC entspriht. Ein Proton setzt sih aus Quarks und Gluonen zusammen.
Durh letztere wehselwirken die Quarks gemäÿ der Quantenhromodyna-
mik miteinander und werden dadurh zusammengehalten. Zunähst müssen
die Wirkungsquershnitte für die Einzelprozesse berehnet werden, ehe diese
mit den Verteilungsfunktionen für Partonen innerhalb eines Protons gefaltet
werden. Diese Verteilungsfunktionen sind aufgrund der unglaublihen Kom-
plexität der physikalishen Verhältnisse innerhalb eines Protons nur durh
Messungen bekannt, können also niht selbst auf theoretishem Wege ermit-
telt werden.
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4.1 S-Matrix und Feynmanamplitude für die
ZZ-Produktion durh Gluonen
Der erste Shritt zur Berehnung der ZZ-Produktionsrate durh Vernih-
tung zweier Protonen besteht in der Berehnung der S-Matrix für den ZZ-
Produktionsprozess durh Vernihtung der im Proton enthaltenen Partonen.
Hierbei wird die üblihe Störungstheorie zu Grunde gelegt, die eigentlih in
jedem Buh über Quantenfeldtheorie wie beispielsweise [27℄, [19℄ und [28℄
zu nden ist und hier niht weiter thematisiert werden soll. Es wird eine
Rehnung in erster Ordnung durhgeführt. Zunähst ist zu erwähnen, dass
alle hier auftauhenden Feynmangraphen, die einen Vierervertex der im letz-
ten Kapitel angegebenen Art enthalten, entweder überhaupt keinen Beitrag
liefern oder im Rahmen einer Störungsentwiklung in erster Ordnung niht
berüksihtigt werden müssen. Bei zwei einlaufenden Gluonen und zwei aus-
laufenden Z-Bosonen kann ohnehin nur ein Graviton ausgetausht werden, da
diese im Standardmodell niht aneinander koppeln. Im Falle eines einlaufen-
den Quark-Antiquark-Paares gibt es zwei möglihe Graphen mit Viererverti-
zes. Einerseits kann das Quark-Antiquark-Paar direkt in einen Vierervertex
laufen und ein Graviton und ein Teilhen der shwahen Wehselwirkung
erzeugen. In diesem Falle vershwindet der zweite Vertex mit den auslau-
fenden Z-Bosonen aufgrund der im Vertex auftauhenden Strukturkonstante
fabc, die bei zwei gleihen Indizes, die den gleihen zu den beiden Z-Teilhen
gehörigen Generatoren entsprehen, gleih null ist. Andererseits kann aber
auh das eine Quark ein Z-Teilhen emittieren und gemeinsam mit einem im
Vertex erzeugten Graviton weiterlaufen, um sih mit diesem und dem Anti-
quark dann im zweiten Vertex zu vernihten und dabei das andere Z-Boson
zu erzeugen. In den beiden Vertizes steht jedoh neben der inversen Plan-
kmasse auh noh die Kopplungskonstante der shwahen Wehselwirkung.
Das bedeutet jedoh, dass dieser Beitrag von höherer Ordnung ist und da-
mit niht berüksihtigt werden muss. Dies gilt natürlih nur dann, wenn die
Gravitonenkopplung in der Störungsentwiklung wie die Kopplung im Stan-
dardmodell, also in diesem Falle die der elektroshwahen Wehselwirkung,
behandelt wird. Dies ist aber unumgänglih, wenn eine Rehnung in erster
Ordnung überhaupt einen Sinn haben soll. Damit bleiben die Prozesse übrig,
bei denen sih ein Quark-Antiquark- bzw. ein Gluon-Paar direkt vernih-
ten und dabei ein einzelnes Graviton erzeugen, welhes anshlieÿend in zwei
Z-Bosonen übergeht (Graphen 4.1 und 4.2).
4.1. S-MATRIX UND FEYNMANAMPLITUDE 45
Abbildung 4.1: Gluonen-Graviton-Z-Teilhen
Abbildung 4.2: Quarks-Graviton-Z-Teilhen
Die S-Matrix des Feynmangraphen für den Quark-Antiquark-Prozess er-
gibt exakt 0 (siehe Anhang). Da im Rahmen des Gravitonaustaushes also
einerseits nur die Gluonen entsheidend beitragen und im Standardmodell an-
dererseits nur die Quarks überhaupt einen Beitrag liefern, weil die Gluonen
nur mit sih selbst und niht elektroshwah wehselwirken (siehe Abshnitt
5.3), muss bezüglih des zusätzlihen Beitrages nur ein Feynmandiagramm
ausgewertet werden, um die entsprehende S-Matrix zu erhalten. Aufgrund
der Unabhängigkeit der S-Matrix des Quarkprozesses von der des Gluonen-
prozesses, kann der zum Standardmodell zusätzlihe Wirkungsquershnitt se-
parat berehnet werden. Zunähst werden die Polarisationszustände für das
einlaufende Gluon-Antigluon-Paar und das auslaufende ZZ-Paar, sowie die
Ausdrüke für die Vertizes und den Gravitonpropagator zusammengefügt,
die aus dem letzten Kapitel bekannt sind. Hierbei sollen die entsprehen-
den Ausdrüke im Impulsraum verwendet werden. Entsheidend ist, dass im
Gravitonpropagator über alle Anregungszustände in den zusätzlihen kom-
paktizierten Dimensionen summiert werden muss, die vershiedenen Massen
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des Gravitons entsprehen. Die Vertizes erhalten aufgrund der Impulserhal-
tung wie üblih eine δ-Funktion. Über den Impuls des virtuellen Gravitons
muss integriert werden, da er keine direkte Messgröÿe darstellt. Damit erhält
man folgenden Ausdruk für die S-Matrix
S(g(k1, g1) + g(k2, g2)→ Z(l1, Z1) + Z(l2, Z2))
=
1
(2π)4
∫
d4k
g1αa
(2π)
3
2
√
k10
g2βb
(2π)
3
2
√
k20
(
− i
M¯P
δab
[
W µναβ +W νµαβ
])
·(2π)4δ4(k1 + k2 − k)
∑
n
iPµνρσ
k2 −m2 (2π)
4δ4(k − l1 − l2)
·
(
− i
M¯P
δcd
[
W ρσγδ +W σργδ
]) Z1γc
(2π)
3
2
√
l10
Z2δd
(2π)
3
2
√
l20
. (4.1)
Hierbei sind Wµναβ und Pµνρσ gemäÿ (3.44) bzw. (3.38) wie folgt deniert
Wµναβ =
1
2
ηµν(k1βk2α − k1 · k2ηαβ) + ηαβk1µk2ν
+ηµα(k1 · k2ηνβ − k1βk2ν)− ηµβk1νk2α, (4.2)
Pµνρσ =
1
2
(ηµαηνβ + ηµβηνα − ηµνηαβ)
− 1
2m2
(ηµαkνkβ + ηνβkµkα + ηµβkνkα + ηναkµkβ)
+
1
6
(
ηµν +
2
m2
kµkν
)(
ηαβ +
2
m2
kαkβ
)
. (4.3)
Wihtig ist, dass der Tensor Pµνρσ on mass-shell ist und damit p
2 = m2
gilt. Der Ausdruk für die S-Matrix (4.1) kann umformuliert werden zu
S =
−i
(2π)2
√
2k10
√
2k20
√
2l10
√
2l20
1
M¯2P
∑
n
1
p2 −m2
·g1αg2β
[
W µναβ +W νµαβ
]
Pµνρσ
[
W ρσγδ +W σργδ
]
Z1γZ2δ
·δ4(p− l1 − l2). (4.4)
Es wurde unter anderem über die erste Deltafunktion integriert und p als
p = k1 + k2 deniert. Desweiteren soll nun der folgende Zusammenhang
zwishen der S-Matrix und der Feynmanamplitude M verwendet werden
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S = −2πiMδ4(p− l1 − l2). (4.5)
Damit erhält man für die Feynmanamplitude M folgenden Ausdruk
M =
1
(2π)3
√
2k10
√
2k20
√
2l10
√
2l20
1
M¯2P
∑
n
1
p2 −m2
·g1αg2β[W µναβ +W νµαβ ]Pµνρσ
[
W ρσγδ +W σργδ
]
Z1γZ2δ. (4.6)
Wenn man A wie folgt deniert A = 1
(2π)3
√
2k10
√
2k20
√
2l10
√
2l20
∑
n
1
M¯2P
1
p2−m2 ,
erhält man
M = A · g1αg2β
[
W µναβ +W νµαβ
]
Pµνρσ
[
W ρσγδ +W σργδ
]
Z1γZ2δ. (4.7)
Da der Gravitonpropagator einerseits symmetrish bezüglih der Indizes µ
and ν und andererseits symmetrish bezüglih der Indizes ρ and σ ist, kann
man obigen Ausdruk wie folgt shreiben
M = 4A · g1αg2β ·W µναβ · Pµνρσ ·W ρσγδ · Z1γZ2δ. (4.8)
Indem man die Ausdrüke für Wµναβ und Pµνρσ aus (4.2) und (4.3) in (4.8)
einsetzt, erhält man
M = 4A · g1αg2β · [1
2
ηµν(kβ1k2α− k1k2ηαβ) + ηαβkµ1kν2
+ηµα(k1k2η
νβ − kβ1kν2 − ηµβkν1kα2 ]
·[1
2
(ηµρηνσ + ηµσηνρ + ηµνηρσ)
− 1
2m2
(ηµρpνpσ + ηνσpµpρ + ηµσpνpρ + ηνρpµpσ)
+
1
6
(
ηµν +
2
m2
pµpν
)(
ηρσ +
2
m2
pρpσ
)
]
·[1
2
ηρσ(kδ1k2γ − k1k2ηγδ) + ηγδkρ1kσ2
+ηργ(k1k2η
σδ − kδ1kσ2 )− ηρδkσ1kγ2 ] · Z1γZ2δ. (4.9)
Die Polarisationsvektoren für die Gluonen und Z-Teilhen stehen immer senk-
reht auf dem jeweiligen Impuls und erfüllen damit folgende Relationen
kµ1g
µ
1 = 0 , k
µ
2 g
µ
2 = 0 , l
µ
1Z1µ = 0 , l
µ
2Z2µ = 0. (4.10)
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Auÿerdem soll die Rehnung von nun an im Shwerpunktsystem betrahtet
werden, da sih hierdurh vieles vereinfaht. Dies bedeutet, dass gilt
k1 = −k2 , p = 0 , l1 = −l2. (4.11)
(Die fettgedrukten Gröÿen sollen hier den räumlihen Anteil der Vierervek-
toren bezeihnen.) Damit erhält man für die Feynmanamplitude folgenden
Ausdruk
M = 4A · g1αg2β ·
[
−1
2
ηµν(k1 · k2)(g1 · g2) + (g1 · g2)(k1µk2ν) + (k1 · k2)g1µgν2
]
·[1
2
(ηµρηνσ + ηµσηνρ)− 1
3
ηµνηρσ
− 1
2m2
(ηµρpνpσ + ηνσpµpρ + ηµσpνpρ + ηνρpµpσ)
+
1
3m2
ηρσpµpν +
1
3m2
ηµνpρpσ +
2
3m4
pµpνpρpσ]
·
[
−1
2
ηρσ(l1 · l2)(Z1 · Z2) + (Z1 · Z2)(lρ1lσ2 ) + (l1 · l2)Zρ1Zσ2
]
. (4.12)
4.2 Wirkungsquershnitt für die ZZ-Produktion
durh Gluonen
4.2.1 Von der Feynmanamplitude zum Wirkungsquer-
shnitt
Der dierentielle Wirkungsquershnitt für den Übergang von einem Zustand
α in einen Zustand β hat allgemein folgende Gestalt
dσ(α→ β) = (2π)4u−1α
∑
σ
|M |2δ4(pβ − pα)dβ, (4.13)
wobei gilt
uα =
√
(p1 · p2)2 −m21m22
E1E2
. (4.14)
(siehe [19℄)
In dem Fall, der hier betrahtet wird, bedeutet dies
dσ =
(2π)4
2
∑
σ
|M |2δ4(l1 + l2 − k1 − k2)d4l1d4l2. (4.15)
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Durh Aufspaltung der δ-Funktion und Ausnutzung der relativistishen Energie-
Impuls-Beziehung erhält man
dσ =
(2π)4
2
∑
σ
|M |2δ3(l1 + l2 − (k1 + k2))
·δ(
√
|l1|2 +m2Z +
√
|l2|2 +m2Z − 2E)d3l1d3l2. (4.16)
Im Shwerpunktsystem gilt
k1 + k2 = 0. (4.17)
Integrieren über d3l1 liefert damit
dσ =
(2π)4
2
∑
σ
|M |2δ(
√
|l2|2 +m2Z −E)d3l2. (4.18)
Das ist gleihbedeutend mit
dσ =
(2π)4
2
∑
σ
|M |2δ(
√
|l2|2 +m2Z − E)|l2|2sin(θ)d|l2|dΩ. (4.19)
Integrieren über d|l2| liefert shlieÿlih
dσ =
(2π)4
2
∑
σ
|M |2E
√
E2 −m2Zsin(θ)dΩ. (4.20)
Wenn man nun noh über den Azimutalwinkel integriert, bekommt man fol-
genden Ausdruk
dσ =
(2π)5
2
∑
σ
|M |2E
√
E2 −m2Zsin(θ)dθ. (4.21)
Der Wirkungsquershnitt enthält niht die Feynmanamplitude selbst, son-
dern das Betragsquadrat. Nah Ausmultiplizieren des Ausdrukes für die
Feynmanamplitude (4.12) wird das im Wirkungsquershnitt auftauhende
Betragsquadrat der Feynmanamplitude gebildet. Da keine spezielle Polari-
sation der Gluonen angenommen wird und die Polarisation der Z-Teilhen
keine Rolle spielt, muss über alle möglihen Polarisationen summiert werden.
Eine konkrete Berehnung von
∑
σ |M |2 unter Ausnutzung der Relationen∑
σ
gµg
∗
ν = −ηµν , (4.22)
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und
∑
σ
ZµZ
∗
ν =
(
−ηµν + lµlν
m2Z
)
(4.23)
für die Polarisationsvektoren der masselosen Gluonen, sowie der massebehaf-
teten Z-Teilhen, führt nah Integration über den Streuwinkel θ shlieÿlih
auf folgende Ausdruk für den absoluten Wirkungsquershnitt σ
σ =
D2
M¯4p
E
√
E2 −m2Z(3552E8 − 7400E6m2Z + 4977E4m4Z − 1257E2m6Z + 98m8Z)
30πm4Z
.
(4.24)
Hierbei ist D wie folgt deniert
D =
∑
n
1
p2 −m2 , (4.25)
wobei die Masse den Anregungen in den zusätzlihen Dimensionen entspriht.
Die Energie bezieht sih natürlih auf das Shwerpunktsystem. Es ist daher
sinnvoll, den Wirkungsquershnitt mit Hilfe der lorentzinvarianten Mandel-
stamvariable s audszudrüken. In Abhängigkeit von s ergibt sih folgender
Ausdruk
σ =
D2
M¯4p
s
2
√
s
4
−m2Z
·(13.875s
4 − 115.625s3m2Z + 311.0625s2m4Z − 314.25sm6Z + 98m8Z)
30πm4Z
. (4.26)
4.2.2 Summierung über die Kaluza-Klein-Anregungen
Die Summation über die Kaluza-Klein-Zustände in (4.25) kann umformu-
liert werden, indem man die Tatsahe berüksihtigt, dass die Masse m des
Gravitons durh die Kaluza-Klein-Anregungen über den Zusammenhang
m2 = nˆ2 =
δ∑
j=1
|nˆj|2 (4.27)
bestimmt ist. In [25℄ ist die Summierung über die Kaluza-Klein Anregun-
gen ausgeführt. Dieser Darstellung soll hier gefolgt werden. Die Summe über
die einzelnen Anregungen kann näherungsweise durh ein Integral über das
Massenquadrat ersetzt werden, wobei eine Dihteverteilung bezüglih des
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Massenquadrats auftauht, da untershiedlihe Massen untershiedlihe Ge-
wihtungen haben. Wenn man Gleihung (4.27) betrahtet, sieht man, dass
die Gewihtung des Massenquadrates der Zahl der Anregungskombinationen
entspriht, die auf ein bestimmtes nˆ2 führen. Diese entspriht im Limes ei-
nes groÿen nˆ2 der Oberähe einer n-dimensionalen Sphäre. Man erhält den
folgenden Ausdruk
D =
∑
n
1
p2 −m2 =
∫ ∞
0
dm2
ρ(m)
s−m2 (4.28)
mit
ρ(m) =
Rnm(δ−2)
(4π)
n
2 Γ( δ
2
)
, (4.29)
wobei Γ die üblihe Gammafunktion beshreibt. Es wird nun das Verfahren
dimensionaler Regularisierung angewandt. Unter Verwendung des niedrigst
dimensionalen Beitrages (c1 = 1 and ci = 0 for i 6= 1), bei Wahl einer Re-
gularisierungsskala in der Gröÿenordnung der neuen Massenskala Λ = MD
und der Relation zwishen der (4 + δ)-dimensionalen Plankmasse und der
gewöhnlihen Plankmasse M2P = 8πM
(2+δ)
D R
δ
wird man auf folgenden Aus-
druk geführt ∑
n
1
s−m2n
≈ M¯
2
Pπ
δ
2
Γ( δ
2
)M4D
. (4.30)
ein andere Näherungsverfahren für die Kaluza-Klein Summierung ndet man
in [26℄. Wir beshränken uns hier jedoh auf (4.30).
Das führt shlieÿlih auf den folgenden totalen Wirkungsquershnitt
σ(gg → ZZ) =
πδ
√
sˆ
4
√
sˆ
4
−m2ZZ
Γ2( δ
2
)M8D30πm
4
Z
(4.31)
mit
Z = 13.875sˆ4 − 115.625sˆ3m2Z + 311.0625sˆ2m4Z
−314.250sˆm6Z + 98m8Z . (4.32)
Das ist der totale Wirkungsquershnitt als Funktion der Zahl der Extra Di-
mensionen δ und der Plankmasse MD in 4 + δ Dimensionen.
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4.3 Wirkungsquershnitt nah Faltung über die
Verteilungsfunktionen im Proton und Ver-
gleih mit dem Standardmodell
4.3.1 Faltung über die Partonenverteilungsfunktionen
Um nun den Wirkungsquershnitt für den Proton-Proton-Prozess zu erhal-
ten, müssen die Wirkungsquershnitte für die einzelnen Partonenprozesse
mit der entsprehenden Verteilungsfunktion für die Gluonen bzw. Quarks
innerhalb des Protons gefaltet werden. Die Formel für den Proton-Proton-
Wirkungsquershnitt bei gegebenen Partonenwirkungsquershnitten lautet
wie folgt
σ(p+(k1)p
−(k2)→ Z(l1)Z(l2))
=
∫ 1
0
dx2
∫ 1
0
dx1
∑
f
ff(x1)ff(x2)σ(q(x1k1)q¯(x2k2)→ Z(l1)Z(l2)), (4.33)
(siehe [28℄) wobei die ff die Partonenverteilungsfunktionen darstellen. Die
Summierung bezieht sih auf die vershiedenen Sorten von Partonen, also die
vershiedenen Quarksorten sowie die Gluonen. Da im obigen Ausdruk über
die Beiträge der vershiedenen Partonen summiert wird, ist der durh die
Gluonen bedingte Wirkungsquershnitt und damit der Wirkungsquershnitt
der durh den Gravitonenaustaush hinzukommt weiterhin unbhängig von
dem der Quarks. Für die Dierenz zum Standardmodellwirkungsquershnitt
gilt damit
∆σ(p+(k1)p
−(k2)→ Z(l1)Z(l2))
=
∫ 1
0
dx2
∫ 1
0
dx1fg(x1)fg(x2)σ(g(x1k1)g(x2k2)→ Z(l1)Z(l2)). (4.34)
4.3.2 ZZ-Produktion im Standardmodell
Um nun einen Vergleih des zusätzlihen Wirkungsquershnitts im ADD-
Modell zu dem des Standardmodells herzustellen, muss analog der obigen
Faltung über die Wirkungsquershnitte für die Einzelprozesse innerhalb des
Standardmodells gefaltet werden. Der Übergang von zwei Gluonen in zwei Z-
Teilhen ist unmöglih, da Gluonen als Austaushteilhen der starken Weh-
selwirkung nur mit sih selbst also niht shwah wehselwirken, worauf be-
reits hingewiesen wurde. Daher ergeben sih nur Wirkungsquershnitte für
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den Übergang eines Quark-Antiquark-Paares in ein ZZ-Paar. Die folgenden
Prozesse (Graphen 4.3, 4.4 und 4.5) liefern im Standardmodell in erster Ord-
nung einen Beitrag zur ZZ-Produktion
Abbildung 4.3: Quarks - Z-Teilhen
Abbildung 4.4: Quarks - Z-Teilhen
Die Graphen (4.3),(4.4) und (4.5) beziehen sih jeweils auf ein Quark-
Antiquark-Paar jeder Sorte. Der Prozess, welher dem Graphen (4.3) ent-
spriht, ist aufgrund der groÿen Masse des Higgsteilhens zu vernahlässigen.
Durh Auswertung dieser Feynmangraphen gelangt man zu den Wirkungs-
quershnitten für das up-quark/harme-quark und das down-quark/strange-
quark Da aufgrund des vorausgesetzten hohen Impulses die Massen der Quarks
in der relativistishen Energie-Impuls-Beziehung vernahlässigbar sind, kann
von folgender Relation E2 ≈ p2 ausgegangen werden. Dies bedeutet, dass
der Wirkungsquershnitt des harme-Quarks dem des up-quarks und der des
strange-quarks dem des down-quarks entspriht. Die Wirkungsquershnitte
für das bottom- und das top-Quark können aufgrund ihrer riesigen Masse und
damit viel geringeren Produktionswahrsheinlihkeit innerhalb des Protons
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Abbildung 4.5: Quarks - Higgs - Z-Teilhen
vernahlässigt werden. Da eine Raumzeit mit zwei oder weniger zusätzlihen
Dimensionen im Rahmen des ADD Modells empirish ausgeshlossen ist, wird
hier von drei oder mehr Dimensionen ausgegangen. Auÿerdem wird im All-
gemeinen angenommen, dass die modizierte Plankmasse MD mindestens
einen Wert von 1 TeV annimmt.
4.3.3 Ergebnisse und Diskussion
Um den Wirkungsquershnitt für den Proton-Proton Prozess zu erlangen,
integriert man über die Partonenverteilungsfunktionen gemäÿdem vorletzten
Unterkapitel. Die Partonenverteilungsfunktionen (gegeben in [29℄) werden
für den Prozess des Graphen (4.1) bei einer Skala von Q =
√
sˆ und für
die Prozesse der Graphen (4.3),(4.4) und (4.5) bei einer Skala von Q = mZ
ausgewertet.
In Graph (4.6) ist der totale Wirkungsquerhnitt bei der Fermilabenergie
von 2000 GeV als eine Funktion der fundamentalen Massenskala MD auf-
getragen [25℄). Man sieht hier, dass die Gravitonenvermittlung gemäÿder in
Kapitel 3 beshriebenen Theorie bei MD > 2500 GeV keinen beobahtbaren
Einuss auf die ZZ-Produktionsrate [31℄ am Fermilab hat.
Die gleihe Analyse wird in Graph (4.7) für eine Proton-Proton-Reaktion
bei einer Energie von 14000 GeV gezeigt, wie sie am LHC verfügbar ist.
Hier könnte die drastishe Dierez zwishen der ZZ-Bosonen Rate des Stan-
dardmodells und der gravitonenvermittelten ZZ-Bosonen Rate eine Beob-
ahtung von Eekten groÿer zusätzliher Dimensionen sogar für eine funda-
mentale Skala von MD ∼ 18000 GeV erlauben. Graph (4.7) zeigt, dass das
ADD-Resultat bei
√
s=14000 GeV die Standardmodellvorhersage für kleines
MD ≪
√
s übertrit. Dies könnte Ausdruk der Tatsahe sein, dass die Re-
gularisierungsmethode und der Zugang der störungstheoretishen Quanten-
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feldtheorie in diesem Bereih ihre Gültigkeit verlieren. Deshalb ist es sinnvoll,
die in den Graphen (4.6) und (4.7) aufgezeihneten Resultate nur nahe im
Bereih ihrer Gültigkeit zu verwenden
√
s ∼ MD. Dies erlaubt eine Aussa-
ge darüber, ab welhem Wert für die modizierte Plankmasse MD expe-
rimentelle Abweihungen von der ZZ-Produktionsrate des Standardmodells
am LHC [30℄ erwartet werden sollten. In Graph (4.8) ist der überprüfba-
re Parameterraum sowohl für den LHC alsauh das Tevatron aufgeführt.
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Abbildung 4.6: Vergleih zwishen dem totalen Wirkungsquershnitt der
pp¯ → ZZ-Produktion. für das Standardmodell [32℄, das Fermilab [31℄ limit
und das ADD model (d = 3, 4, 5, 6, 7) für
√
s = 2000 GeV in Abhängigkeit
von MD.
Für die experimentelle Beobahtung müsste man nah zwei hohenergeti-
shen und korrelierten Leptonenpaaren im Endzustand Z → l+l− suhen.
Indem man den totalen Wirkungsquershnitt mit dem Verhältnis η multipli-
ziert, kann der Wirkungsquershnitt abgeshätzt werden. Dieses wiederum
kann erhalten werden, indem man das Verhältnis der Kopplungen in den
Leptonen-Kanälen zu den Kopplungen in allen Fermionen-Kanälen betrah-
tet (es ersheint das Quadrat, weil beide Z-Bosonen zu einem di-leptonen
Paar umgewandelt werden).
η =
(
(1
2
− sin2(θW ))2 + sin4(θW )
2− 4 sin2(θW ) + 163 sin4(θW )
)2
≈ 0.01 , (4.35)
wobei θW den Weinbergwinkel im Bereih der Z-Skala bezeihnet und des-
weiteren sin2(θW ) ≈ 0.23 gilt.
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Abbildung 4.7: Vergleih zweishen dem totalen pp → ZZ Produktions-
Wirkungsquershnitt für das Standardmodell [30℄ und das ADD model
(d = 3, 4, 5, 6, 7) für
√
s = 14000 GeV in Abhängigkeit von MD.
Es wurde also der zusätzlihe Beitrag zur ZZ-Produktion durh Gravito-
nenvermittlung innerhalb des ADD Modells in Proton-Proton Reaktionen bei
hohen Energien berehnet. Die Rehnung wurde in niedrigster Ordnung (in√
αew,strong und dem Verhältnis mX/MD) Störungstheorie durhgeführt. Stö-
rungstheorie höherer Ordnung wäre aufgrund der Nihtrenormalisierbarkeit
der eektiven Quantenfeldtheorie der Gravitation niht durhführbar gewe-
sen. Aber auh der hier erreihte Genauigkeitsgrad lässt sehr signikante Aus-
sagen zu. Es wurde gezeigt, dass der ZZ-Produktions-Wirkungsquershnitt
des Standardmodells im Vergleih zu diesem entsheidend erhöht würde,
wenn die fundamentale Massenskala des ADD-Modells kleiner als 15000 GeV
im Falle des LHC, beziehungsweise 1700 GeV im Falle des Tevatron wäre.
Für den Fall von sieben Extra Dimensionen könnte sogar MD = 18000 GeV
am LHC getested werden.
In Betraht dieser Ergebnisse ist es wihtig, den Leser daran zu erinnern,
dass die Gröÿe des Gravitonenbeitrages des ADD Modells (4.31) direkt von
der gewählten Regulasrisierungsskala Λ in Gleihung (4.30) abhängt. Aber
eine solhe Wahl Λ = MD ersheint natürlih, da MD ja das analogon zur
Plankmasse darstellt, welhe wiederum allgemein als eine absolute Gültig-
keitsgrenze eektiver Quantenfeldtheorien angesehen wird. Wenn also eine
Vergröÿerung des Wirkungsquershnittes der ZZ-Rate im Standardmodell
bei LHC-Energien beobahtet würde, könnte dies wihtige Einsihten in die
mögliherweise höherdimensionale Struktur der Raumzeit liefern.
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Abbildung 4.8: Der zugänglihe ADD model Parameter Raum (das bedeutet
der Bereih, indem der zusätzlihe Wirkungsquershnitt mindestens so groÿ
ist wie der Wirkungsquershnitt im Standardmodell) im ZZ-Kanal für das
Tevatron und den LHC.
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Teil II
Nihtkommutative Geometrie
59

Kapitel 5
Eihtheorien und
Higgsmehanismus
5.1 Die Idee von Symmetrieprinzipien
>Am Anfang war die Symmetrie<, das ist siher rihtiger als die Demokrit-
she Behauptung >Am Anfang war das Teilhen<. Die Elementarteilhen
verkörpern die Symmetrien, sie sind ihre einfahsten Darstellungen, aber sie
sind erst eine Folge der Symmetrien. (Werner Heisenberg)
Grundsätzlih kann man die fundamentalen Teilhen des Standardmo-
dells in zwei Klassen einteilen, in die Klasse der eigentlihen Materieteilhen
und die der Austaushteilhen der Wehselwirkungsfelder. Alle Teilhen der
ersten Klasse sind Fermionen und alle der zweiten Klasse Bosonen. Fermio-
nen untersheiden sih dadurh von Bosonen, dass sie einen halbzahligen
Spin besitzen, während der Spin letzterer ganzzahlig ist. Dies bedeutet, dass
Fermionen im Gegensatz zu Bosonen dem Paulishen Ausshlieÿungsprinzip
gehorhen, das besagt, dass sih zwei Elementarteilhen mit halbzahligem
Spin niemals im gleihen Zustand benden dürfen. Gemäÿ dem von Pauli
bewiesenen Spin-Statistik-Theorem gehorhen Fermionen daher einer ande-
ren Statistik als Bosonen.
Die untershiedlihen Spins der einzelnen Elementarteilhen spiegeln sih
mathematish in einer vershiedenen Struktur der sie beshreibenden Felder
wider. Nun müssen aber alle diese Felder, da sie nun einmal auf der Raumzeit
leben, invariant unter der Symmetriegruppe der speziellen Relativitätstheo-
rie sein, also der Poinarégruppe. Die Transformationen der Poinarégruppe
müssen also auf dem entsprehenden mathematishen Raum dargestellt wer-
den, der die Spinstruktur des Teilhens beshreibt.
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In Rahmen relativistisher Quantenfeldtheorien beshreibt man Elementar-
teilhen bzw. die ihnen entsprehenden Felder daher als irreduzible Darstel-
lungen der Poinarégruppe. Neben der Spinstruktur spielt hier natürlih auh
noh die Frage eine Rolle, ob es sih um massebehaftete oder Teilhen oh-
ne Ruhemasse handelt. Das Quadrat der Ruhemasse des Teilhens ist neben
dem Spin Casimiroperator der Poinarégruppe und stellt damit wie der Spin
eine lorentzinvariante Eigenshaft des Teilhens selbst dar. Die Struktur der
Poinarégruppe wird durh die folgende Liealgebra beshrieben
i[Jµν , Jρσ] = ηνρJµσ − ηµρJνσ − ησµJρν + ησνJρµ,
i[P µ, Jρσ] = ηµρP σ − ηρσP ρ,
i[P µ, P σ] = 0. (5.1)
Die Jµν-Generatoren beshreiben die homogene Lorentzgruppe. Diejenigen
Generatoren, deren Indizes Werte zwishen 1 und 3 annehmen, entsprehen
den Drehimpulsoperatoren, also den Generatoren der Drehungen in den drei
Raumrihtungen, wohingegen die Generatoren mit einer 0 als Index die Lor-
entzboosts in die drei Raumrihtungen darstellen. Aufgrund der Antisymme-
trie vershwinden die Elemente mit zwei gleihen Indizes. Insgesamt gibt es
also sehs unabhängige Symmetrietransformationen innerhalb der homoge-
nen Lorentzgruppe. Hinzu kommen die vier Raumzeittranslationen, welhe
durh die Impulsoperatoren P k und den Hamiltonoperator P 0 beshrieben
werden und untereinander kommutieren. Insgesamt ergibt sih also eine zehn-
dimensionale Gruppe.
Jede Sorte Elementarteilhen gehorht einer bestimmten Feldgleihung,
die über das Hamiltonshe Wirkungsprinzip mit einer Lagrangedihte ver-
bunden werden kann. Die Dynamik jedes freien Feldes, das einem bestimmten
Teilhen entspriht, kann also mit Hilfe der entsprehenden Feldgleihung be-
shrieben werden. Nun beruht aber das reale physikalishe Geshehen imWe-
sentlihen auf Wehselwirkung zwishen vershiedenen Objekten. Es drängt
sih also die Frage auf, wie die Kopplung zwishen den vershiedenen Mate-
rieteilhen bzw. Feldern und den Wehselwirkungsfeldern beshrieben werden
kann. Eine der faszinierendsten Tatsahen der modernen Physik ist, dass man
die Wehselwirkung der Felder untereinander auh auf Symmetrieprinzipien
zurükführen kann. Hierzu muss zunähst einmal erwähnt werden, dass Fel-
der neben der äuÿeren raumzeitlihen Struktur und dem Spin als irreduzible
Darstellungen der Poinarégruppe auh noh zusätzlihe innere Strukturen
aufweisen. Die Idee der zusätzlihen inneren Symmetrien geht auf Heisenberg
zurük, der im Jahr 1932 den Isospin einführte. Der Untershied zwishen
dem Proton und dem Neutron stellt sih hier in den beiden untershiedli-
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hen Einstellungen des Isospins dar. In Bezug auf die starke Wehselwirkung
verhalten sih die beiden Teilhen vollkommen gleih. Die Symmetrie der Na-
turgesetze bezüglih des Isospins wird also durh die untershiedlihe Ladung
und die leiht untershiedlihen Massen gebrohen.
Eine ähnlihe Idee liegt der Beshreibung der Wehselwirkung von Teil-
hen im Rahmen von Eihtheorien zu Grunde. Man betrahtet zunähst ein
Teilhen, dass bestimmte zusätzlihe Eigenshaften aufweist. Diese Klasse
von Eigenshaften beshreibt man dann formal durh Zuordnung einer neu-
en Quantenzahl, welhe die Beshreibung durh einen neuen inneren Raum
zur Folge hat, der natürlih gemäÿ den Postulaten der Quantentheorie eine
Hilbertraumstruktur aufweisen muss. Da aber nur innere Produkte zwishen
Zuständen und niht Zustände an sih physikalish relevant sind, muss die
Theorie invariant unter der bezüglih dieses Raumes fundamentalen unitär-
en Transformationsgruppe sein. Mit einer Symmetrietransformation bezüg-
lih des inneren Raumes, die einer solhen Transformationsgruppe angehört,
meint man zunähst eine Transformation, die keine Raumzeitabhängigkeit
aufweist und die man daher als global bezeihnet. Ein im Hinblik auf Eih-
theorien relevantes Beispiel eines zusätzlihen inneren Freiheitsgrades liefert
die Farbladung der Quarks.
In Rahmen von Eihfeldtheorien fordert man nun die Invarianz niht nur
unter globalen Symmetrien, sondern unter inneren Symmetrietransformatio-
nen, die vom speziellen Raumzeitpunkt des Feldes abhängen. Die freien Ma-
teriefeldgleihungen erfüllen diese Forderung zunähst niht. Durh Einfüh-
rung einer kovarianten Ableitung, welhe einen Kopplungsterm in der La-
grangedihte zur Folge hat, kann man jedoh Invarianz auh unter lokalen
Symmetrien gewährleisten. Die Zustände der Felder leben mathematish in
einem Raum, der dem Tensorprodukt des Hilbertraumes der quadratinteg-
rablen Funktionen mit dem Spinraum und dem entsprehenden Raum der
zusätzlihen inneren Symmetrien entspriht. Wenn man also eine Symme-
trietransformation betrahtet, die an jedem Raumzeitpunkt anders wirkt,
betrahtet man in gewisser Weise an jedem Raumzeitpunkt einen separaten
inneren Raum gleiher Struktur. Man hat es also niht mehr mit einem glo-
balen Tensorprodukt zu tun, sondern es muss eine mathematishe Struktur
geben, welhe diese einzelnen Räume miteinander verbindet. Es handelt sih
hierbei um die gleihe formale Beshreibungsweise wie im Falle der Allge-
meinen Relativitätstheorie. Die in der kovarianten Ableitung auftauhenden
Zusammenhangkoezienten bestimmen, wie zwei Elemente der entsprehen-
den Räume verglihen werden müssen. Der Untershied zur Allgemeinen Re-
lativitätstheorie besteht darin, dass es dort die Tangentialräume an die ein-
zelnen Raumzeitpunkte, also Vershiebungsvektoren auf der Raumzeit sind,
die miteinander verglihen werden. Im Falle von Eihtheorien sind es die
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Elemente der inneren Räume. Im folgenden soll es nun um die konkrete Be-
shreibungsweise von Eihtheorien gehen, welhe von Yang und Mills in die
Teilhenphysik eingeführt wurden und beispielsweise in [15℄, [21℄ und [34℄
dargestellt ist.
5.2 Das Prinzip lokaler Eihinvarianz
5.2.1 Innere Symmetrien einer Lagrangedihte
Ψ sei ein Materiefeld, dass einer freien Materiefeldgleihung gehorhen mö-
ge. Da alle fundamentalen Materiefelder auÿer dem Higgsfeld, auf das später
noh zu sprehen zu kommen sein wird, Fermionen sind, ist dies die Dira-
gleihung. Desweiteren enthalte Ψ einen zusätzlihen inneren Freiheitsgrad
und soll damit also n Komponenten beshreiben, die ihrerseits jeweils wieder
einen Diraspinor darstellen. Die entsprehende Lagrangedihte lautet damit
L = Ψ¯n(iγµ∂µ −m)Ψn, (5.2)
wobei n die Komponenten des inneren Freiheitsgrades beshreiben soll. Wenn
man Ψ nun einer Transformation der unitären Symmetriegruppe des inneren
Raumes aussetzt, also der SU(N)
Ψ(x) → UΨ(x) , Ψ†(x) → Ψ†(x)U †, (5.3)
so heben sih die beiden Operatoren U und U † gegenseitig auf, denn der
Operator U wirkt auf einen anderen Raum als die Gammamatrizen und der
Ableitungsoperator und kommutiert daher mit diesen. Damit ist die Lagran-
gedihte invariant unter dieser Transformation. Der tiefere Grund hierfür ist,
wie bereits im letzten Abshnitt erwähnt, die Tatsahe, dass nur innere Pro-
dukte zwishen Zuständen physikalish von Bedeutung sind, und diese sind
unter unitären Transformationen invariant. Die unitären Operatoren haben
folgende Gestalt
U = eiωaT
a
, (5.4)
wobei die T a die Generatoren der Gruppe darstellen, welhe hermitesh sind
und eine Liealgebra bilden. Diese wiederum ist durh die Vertaushungsrela-
tionen gegeben
[T a, T b] = ifabc T
c. (5.5)
Hierbei beshreiben die fabc die sogenannten Strukturkonstanten der Gruppe.
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5.2.2 Übergang zu lokalen Symmetrien und Wehsel-
wirkung
Wenn der Transformationsparameter ω aber jetzt niht mehr konstant ist,
sondern vom Raumzeitpunkt abhängt, was zu einer Transformation der fol-
genden Gestalt führt
Ψ → U(x)Ψ, (5.6)
so gilt für die Transformation der in der Lagrangedihte auftauhenden Ab-
leitung des Feldes ∂µΨ
∂µΨ(x)→ ∂µU(x)Ψ(x) = [∂µU(x)]Ψ(x)+U(x)∂µΨ(x) 6= U(x)∂µΨ(x). (5.7)
Dies hat zur Folge, dass die Lagrangedihte niht mehr invariant unter der
nun lokalen unitären Transformation ist. Um die Invarianz auh unter lokalen
Transformationen U(x) zu gewährleisten, muss die Ableitung ∂µ durh eine
kovariante Ableitung Dµ ersetzt werden, die folgende Transformationseigen-
shaft erfüllt
Dµ → U(x)DµU †(x). (5.8)
Wenn diese Transformationseigenshaft erfüllt ist, gilt nämlih
DµΨ(x) → U(x)DµU †(x)U(x)Ψ(x) = U(x)DµΨ(x). (5.9)
Damit ist die Lagrangedihte
L = Ψ¯n(iγµDµ −m)Ψn (5.10)
invariant unter den entsprehenden lokalen Symmetrietransformationen. Es
muss also eine entsprehende kovariante Ableitung gebildet werden, welhe
die Bedingung (5.8) erfüllt. Hierzu sei folgender Ansatz gewält
Dµ = ∂µ + iAµ(x), (5.11)
wobei Aµ(x) ein Vektorfeld ist, dass später mit dem Wehselwirkungsfeld
identiziert wird und Werte in der Liealgebra der Symmetriegruppe an-
nimmt. Es kann daher als Linearkombination der Generatoren der Gruppe
ausgedrükt werden
Aµ(x) = A
a
µ(x)T
a. (5.12)
Einsetzen des Ausdrukes für die kovariante Ableitung (5.11) in (5.8) ergibt
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∂µ + iAµ → U(x)(∂µ + iAµ)U †(x). (5.13)
Dies kann umgeformt werden zu
Aµ → −iU(x)[∂µU(x)†] + U(x)AµU(x)†. (5.14)
Es ist also eine Transformationsbedingung für Aµ gefunden. Um dies weiter
umzuformen betrahten wir nun innitesimale Transformationen. Unter die-
ser Voraussetzung können wir die Entwiklung des Transformationsoperators
U(x) in erster Ordnung verwenden
U(x) = 1 + iωaT a +O(ω2). (5.15)
Einsetzen in die Transformationsbedingung für das Vektorfeld Aµ ergibt
Aµ → Aµ − ∂µωaT a + i[ωaT a, Aµ] +O(ω2). (5.16)
Die Lagrangedihte (5.10) mit der kovarianten Ableitung (5.11) wird also
unter einer innitesimalen Transformation der Form
δΨ = iωaT aΨ,
δAµ = −∂µωaT a + i[ωaT a, Aµ] (5.17)
invariant gelassen. Der erste Teil der Transformation des Vektorfeldes ent-
spriht also der Form nah einer Eihtransformation des elektromagnetishen
Feldes. Hinzu kommt jedoh, da das Vektorfeld liealgebrawertig ist und die
Generatoren niht kommutieren, der Kommutator des Eihparameters mit
dem Vektorfeld. Es ist nun aufgrund der Transformationseigenshaften sinn-
voll, das Vektorfeld in der kovarianten Ableitung mit einem neuen Weh-
selwirkungsfeld zu identizieren, dessen Existenz so gewissermaÿen aus der
Forderung nah lokaler Eihinvarianz unter einer gewissen Symmetriegruppe
hergeleitet wurde. Die Nihtkommutativität der Generatoren der Eihgruppe
und damit der entsprehenden Felder entspriht hierbei ihrer Selbstwehsel-
wirkung. Natürlih ist dies eigentlih so niht ganz rihtig, denn bisher wur-
de eigentlih nihts anderes getan, als an jedem Raumzeitpunkt ein anderes
Koordinatensystem bezüglih des inneren Raumes eingeführt. Die kovariante
Ableitung enthält die Information, wie die Komponenten des inneren Raumes
an vershiedenen Raumzeitpunkten miteinander verglihen werden müssen.
Dies hat aber zunähst eine rein mathematishe Bedeutung. Um der kova-
rianten Ableitung Dµ und dem mit ihr eingeführten Feld Aµ physikalishe
Signikanz zu verleihen, bedarf es einer zusätzlihen Annahme, die analog
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dem Äquivalenzprinzip in der Allgemeinen Relativitätstheorie ist. Auf die
mit dieser Frage verbundenen tiefgründigen philosophishen Probleme, de-
nen eine herausragende Bedeutung in der zeitgenössishen Naturphilosophie
zukommt, kann an dieser Stelle niht näher eingegangen werden. Hierzu sei
auf [41℄ verwiesen.
5.2.3 Die Dynamik des Wehselwirkungsfeldes
Was bisher beshrieben wurde, ist die Art und Weise wie ein zunähst freies
Materiefeld an das jeweilige Wehselwirkungsfeld koppelt. In der neuen La-
grangedihte ersheint aber bisher noh kein Term, der die innere Dynamik
des Wehselwirkungsfeldes selbst beshreibt. Ein solher Term muss natür-
lih auh die Forderung nah lokaler Eihinvarianz erfüllen. Zunähst soll ein
Feldstärketensor Fµν wie folgt deniert werden
Fµν = −i[Dµ, Dν ]. (5.18)
Ein solher Ausdruk muss eihinvariant sein, da die in ihm enthaltenen
kovarianten Ableitungen eihinvariant sind. Durh Einsetzen des Ausdrukes
(5.11) in (5.18) erhält man
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + i[Aµ, Aν ]. (5.19)
Es handelt sih also um eine Verallgemeinerung des elektromagnetishen
Feldstärketensors. Im Spezialfall kommutierender Felder Aµ geht er in diesen
über. Da der Feldstärketensor ebenso wie das Vektorfeld Aµ liealgebrawertig
ist, kann er ebenso nah den Generatoren der Eihgruppe entwikelt werden
Fµν = F
a
µνT
a, (5.20)
wobei für die einzelnen Komponenten F aµν gilt
F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ − fabcAbµAcν . (5.21)
Um nun den entsprehenden Term in der Lagrangedihte zu erhalten, muss
ein skalarer Ausdruk aus dem Feldstärketensor konstruiert werden. Nur eine
Lagrangedihte der folgenden Form ist mit Lorentzinvarianz und Paritätser-
haltung verträglih
L = −1
4
gabF
a
µνF
bµν , (5.22)
wobei durh Denition einer geeigneten Skala grundsätzlih erreiht werden
kann, dass gab = δab. Damit nimmt die Gesamtlagrangedihte die folgende
Gestalt an
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L = Ψ¯n(iγµDµ −m)Ψn − 1
4
F aµνF
aµν . (5.23)
Es ist nun wihtig, dass Eihinvarianz nur dann gewährleistet werden kann,
wenn die entsprehenden Vektorbosonen des Wehselwirkungsfeldes Aµ kei-
ne Masse besitzen. Ein zusätzliher Term etwa der Form m2AµA
µ
in der
Lagrangedihte würde die Eihinvarianz aufheben.
5.3 Elektroshwahe Vereinheitlihung und Higgs-
mehanismus
Alle bekannten in der Natur vorkommenden Wehselwirkungen können durh
Eihtheorien beshrieben werden. Im Falle des Elektromagnetismus ist es die
U(1)-Gruppe, bei der shwahen Wehselwirkung die Symmetriegruppe des
shwahen Isospins SU(2), bei der starken Wehselwirkung die SU(3) o-
lour und bei der Gravitation shlieÿlih die Lorentzgruppe (siehe Kapitel 3),
welhe als Eihgruppen zu Grunde gelegt werden. Nun ist es aber eine empi-
rishe Tatsahe, dass die Austaushteilhen der shwahen Wehselwirkung
eine Masse aufweisen. Dies steht jedoh imWiderspruh zu der erwähnten Ei-
genshaft, dass Massenterme die Eihinvarianz brehen. Eine Lösung dieses
Problems liefert die Generierung der Massen durh eine sogenannte spon-
tane Symmetriebrehung, die auh als Higgsmehanismus bezeihnet wird,
benannt nah dem shottishen Physiker Peter Higgs [35℄.
5.3.1 Die Elektroshwahe Theorie
Im folgenden soll nun der Higgsmehanismus im Rahmen der Eihtheorie,
welhe die elektromagnetishe und die shwahe Wehselwirkung in einem
einheitlihen Shema beshreibt, betrahtet werden. Sie wurde von Glashow
[36℄, Weinberg [37℄ und Salam [38℄ entwikelt und ist beispielsweise in [21℄,[39℄
und [40℄ zu nden. Als Eihgruppe wird hier die Gruppe SU(2) × U(1) zu
Grunde gelegt, wobei sih die SU(2)-Gruppe auf den shwahen Isospin, also
beispielsweise das Dublett bestehend aus Elektron und Elektronneutrino be-
zieht. Da Neutrinos nur linkshändig vorkommen und der rehtshändige Teil
des entsprehenden Diraspinors demnah bezüglih des shwahen Isospins
ein Singlett darstellt, muss in diesem Falle die SU(2) genau genommen auf
die linkshändige Komponente des Spinors eingeshränkt werden. Die gesam-
te Gruppe besitzt insgesamt vier Transformationsfreiheitsgrade, die den drei
Generatoren der SU(2)L und der Phasentransformation der U(1) entspre-
hen. Eine allgemeine Symmetrietransformation angewandt auf einen Zu-
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stand, welher ein Dublett aus Elektron und Elektronneutrino beshreibt,
hat also folgende Gestalt
Ψ → exp (i [ωaT a + ωyY ]) Ψ, (5.24)
wobei die drei Generatoren T a der SU(2)L und der Generator Y der U(1),
auh als shwahe Hyperladung bezeihnet, wie folgt deniert sind
T a = g
[
1
2
(
1 + γ5
2
)
σa
]
(5.25)
Y = g
′
[
1
2
(
1 + γ5
2
)
1+
(
1− γ5
2
)]
. (5.26)
Hierbei ist 1 die Einheitsmatrix in zwei Dimensionen und die σa bezeihnen
die Paulishen Spinmatrizen
1 =
(
1 0
0 1
)
, σ1 =
(
0 1
1 0
)
, σ2 =
(
0 −i
i 0
)
, σ3 =
(
1 0
0 −1
)
. (5.27)
Die Operatoren
1+γ5
2
und
1−γ5
2
stellen die Projektion auf die links- bzw. rehts-
händige Komponente des Diraspinors dar. Der elektrishe Ladungsoperator
ist eine Linearkombination des Transformationsoperators der U(1), nämlih
Y, und der dritten Komponente der Transformation im shwahen Isospin-
raum T 3
Q =
e
g
T 3 − e
g′
Y. (5.28)
Damit ist ein reiner Elektronzustand im shwahen Isospinraum Eigenzu-
stand zur elektrishen Ladung, worin sih widerspiegelt, dass nur die Elek-
tronen, niht aber die Neutrinos eine Ladung tragen. Nun werden die neuen
Felder W µ,W µ†, Zµ und Aµ eingeführt, die wie folgt deniert sind
W µ =
1√
2
(Aµ1 + iAµ2) (5.29)
W µ† =
1√
2
(Aµ1 − iAµ2 ), (5.30)
die dem W+-und dem W−-Teilhen der shwahen Wehselwirkung entspre-
hen, sowie
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Zµ = cos(θW )Aµ3 + sin(θW )Bµ (5.31)
Aµ = −sin(θW )Aµ3 + cos(θW )Bµ. (5.32)
Hier beshreibt θ den sogenannten Weinbergwinkel, den Mishungswinkel
zwishen dem elektromagnetishen Feld Aµ, das dem Photon und dem Feld,
das dem Z-Teilhen der shwahen Wehselwirkung entspriht. Der Wein-
bergwinkel ist auf folgende Weise mit den Parametern g und g
′
verknüpft,
welhe das Verhältnis der SU(2)L- zu den U(1) Transformationen bestimmen
g = − e
sinθW
, g
′
= − e
cosθW
. (5.33)
5.3.2 Generierung der Massen der Eihbosonen
In der bisherigen Beshreibung sind die vershiedenen Wehselwirkungsfel-
der zwangsläug noh masselos geblieben, da wie bereits erwähnt die For-
derung der Eihinvarianz keine Massenterme zulässt. Die Austaushteilhen
der shwahen Wehselwirkung müssen ihre Massen also gewissermaÿen auf
indirektem Wege erhalten. Aus diesem Grunde postuliert man ein skalares
Hintergrundfeld, das Higgsfeld, dessen Selbstwehselwirkung durh einen zu-
sätzlihen Potentialterm beshrieben wird. Das Higgsfeld stellt ebenfalls ein
Dublett bezüglih des shwahen Isospins dar, wobei vorausgesetzt wird, dass
der obere Zustand Eigenzustand zum Ladungsoperator mit positiver Ladung
ist
Φ =
(
Φ+
Φ0
)
. (5.34)
Der Grund hat damit zu tun, dass auh das Elektron seine Masse durh das
Higgsfeld durh eine Yukawakopplung erhalten soll. Da im Falle des Higgs-
feldes beide Komponenten sowohl rehts- alsauh linkshändig vorkommen
sollen, tauhen in den Generatoren der Transformationen keine Projektions-
operatoren auf die rehts- bzw. linkshändige Komponente auf. Unter Berük-
sihtigung des Zusammenhangs zwishen Ladung und Hyperladung (5.28)
und der Gestalt des Ladungsoperators des Higgsfeldes
q = −g
′
2
(
1 0
0 1
)
(5.35)
ergeben sih damit folgende Generatoren für die Transformation des Higgs-
feldes
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T¯ a =
g
2
σa, (5.36)
Y¯ = −g
′
2
1. (5.37)
Die entsprehende eihinvariante Lagrangedihte lautet
LHiggs = 1
2
(DµΦ)(D
µΦ)† +
µ2
2
Φ†Φ− λ
4
(Φ†Φ)2, (5.38)
wobei für die kovariante Ableitung Dµ gilt
Dµ = ∂µ + iAaµT a + iBµY. (5.39)
Nun besitzt das skalare Feld bei dieser Lagrangedihte allerdings einen von
0 vershiedenen Vakuumerwartungswert ν, der dem Minimum des Poten-
tialterms in der Higgslagrangedihte
µ2
2
Φ†Φ − λ
4
(Φ†Φ)2 entspriht. Für das
Betragsquadrat gilt
ν2 = 〈Φ〉†〈Φ〉 = µ
2
λ
. (5.40)
Es ist grundsätzlih möglih, eine entsprehende SU(2)×U(1) Eihtransfor-
mation durhzuführen, welhe die obere Komponente des Higgsfeldes zum
vershwinden bringt und die untere reell maht. Eine solhe Eihung wird als
unitäre Eihung bezeihnet. Damit gilt für die Vakuumerwartungswerte
〈Φ+〉 = 0 , 〈Φ0〉 = ν. (5.41)
Wenn man nun das Feld Φ um den Vakuumerwartungswert entwikelt
Φ =
(
0
ν + φ
)
, (5.42)
so tauht im Kopplungsterm der Wehselwirkungsfelder an das Higgsfeld der
Ausdruk
(
i
[
(AaµT¯ a + BµY¯ )
(
0
v
)])(
i
[
(AaµT¯ a + BµY¯ )
(
0
v
)])†
(5.43)
auf. Dieser kann unter Verwendung von (5.37) wie folgt umgeshrieben wer-
den
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∣∣∣∣g2A1µ
(
ν
0
)
− ig
2
A2µ
(
ν
0
)
− g
2
A3µ
(
0
ν
)
− g
′
2
Y B1µ
(
0
ν
)∣∣∣∣2 . (5.44)
Wenn man nun (5.29) und (5.30) in Erinnerung ruft, sowie (5.31) nah B
umstellt und in obige Gleihung (5.44) einsetzt, so heben sih die A3µ-Terme
auf und man erhält
∣∣∣∣ g√2W †µ
(
ν
0
)
+
gg
′
e
Zµ
(
0
ν
)∣∣∣∣2 = ν2g24 W †µW µ+ ν
2(g2 + g
′2)
8
ZµZ
µ. (5.45)
Diese haben die Gestalt von Massentermen für die W-Felder und das Z-Feld,
welhe so also eine Masse erhalten haben, wobei man unter Berüksihtigung
der Tatsahe, dass die Massenterme von Skalar- und Vektorfeldern immer das
Massenquadrat enthalten, für die Massen der W- und Z-Teilhen aus obigem
Ausdruk folgende Werte herausliest
mW =
νg
2
, mZ =
ν
√
g2 + g′2
2
. (5.46)
Da kein Kopplungsterm für das Photonenfeld Aµ an den Vakuumerwartungs-
wert des Higgsfeldes auftauht, bleiben diese masselos. Die Eigenshaft der
Masse stellt sih also als Wehselwirkung mit einem skalaren Hintergrund-
feld dar. Dies bedeutet in gewisser Weise die Rükführung des Begries der
Masse auf den der Wehselwirkung.
Kapitel 6
Das Grundprinzip der
nihtkommutativen Geometrie
6.1 Die Einführung einer neuen Algebra für Ort
und Impuls
Beim Übergang von einer klassishen Theorie zu der entsprehenden Quan-
tentheorie ersetzt man die klassishen Gröÿen durh hermiteshe Operatoren,
die man bestimmten Vertaushungsrelationen unterwirft und deren Eigen-
werte die möglihen Messwerte der entsprehenden Gröÿen darstellen. Im
speziellen Fall des Übergangs von der klassishen Punktteilhenmehanik
zur Quantenmehanik, dem historish ersten Beispiel einer Quantisierung,
werden an die Operatoren, die den Ort x und den Impuls p des Teilhens
beshreiben sollen, die folgenden Vertaushungsrelationen gefordert
[xˆi, xˆj ]− = 0 , [pˆ
i, pˆj]− = 0 , [xˆ
i, pˆj ]− = δ
i
j . (6.1)
6.1.1 Vertaushungsrelationen zwishen den Koordina-
ten
Die Idee der nihtkommutativen Geometrie geht nun davon aus, die Ver-
taushungsrelation (6.1) dahingehend abzuändern, dass der Kommutator der
Raumzeitkoordinaten niht mehr vershwindet. Man fordert also eine neue
Vertaushungsrelation zwishen den Ortskoordianten
[xˆi, xˆj ]− 6= 0. (6.2)
Eine solhe Vertaushungsrelationen lässt jedoh die Vertaushungsrelationen
zwishen den Ortskoordinaten und den Ableitungen nah den Ortskoordina-
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ten und damit auh den Impulsoperatoren unberührt. Die Auswirkung auf die
Vertaushungsrelation der Ableitungsoperatoren untereinander ist zunähst
variabel. Die Idee, einen nihtvershwindenden Kommutator der Ortskoordi-
naten einzuführen, geht auf [42℄ zurük. In neuerer Zeit wurde durh Seiberg
und Witten gezeigt, dass sih eine Nihtkommutativität als Konsequenz aus
Stringtheorien ergibt [43℄. Die Anwesenheit eines magnetishen Hintergrund-
feldes kann dafür sorgen, dass sih normale Feldtheorien eektiv so verhal-
ten, als läge eine nihtkommutative Geometrie vor [44℄. Es gibt vershiedene
Formen der Nihtkommutativität der Ortskoordinaten. Eine Möglihkeit ist,
dass sie eine Liealgebra bilden und die Vertaushungsrelation folgende Ge-
stalt hat
[xˆi, xˆj]− = iλ
ij
k xˆ
k, (6.3)
wobei die λijk die Strukturkonstanten der Gruppe darstellen. Dem Kommu-
tator zweier Ortskoordinaten wird also selbst wieder eine Ortskoordinate
zugeordnet. Eine solhe Struktur ist analog den Liealgebren der Generatoren
der Eihgruppen. Eine weitere Möglihkeit ist die Zuordnung eines bezüglih
der Koordinaten quadratishen Ausdruks der folgenden Form
[xˆi, xˆj ]− =
(
1
q
Rˆijkl − δilδjk
)
xˆkxˆl. (6.4)
Im kanonishen Fall wird der Kommutator gleih einem antisymmetrishen
Tensor iθij gesetzt, sodass sih die folgende Vertaushungsrelation ergibt
[xˆi, xˆj ]− = iθ
ij . (6.5)
In den folgenden Betrahtungen soll grundsätzlih eine kanonishe Vertau-
shungsrelation zu Grunde gelegt werden. Desweiteren soll davon ausgegan-
gen werden, dass das in diesem Falle auftretende θij konstant ist, also niht
von den Koordinaten abhängt.
6.1.2 Implikation für die Ableitungsoperatoren
Es stellt sih nun noh die Frage nah den Vertaushungsrelationen der Ablei-
tungsoperatoren. Die Gröÿe xˆi− iθij ∂ˆj kommutiert mit den Ortskoordinaten,
denn
[xˆi − iθij ∂ˆj , xˆk]− = [xˆi, xˆk]− − [iθij ∂ˆj , xˆk]−
= iθik − iθijδkj = iθik − iθik = 0. (6.6)
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Es ist also sinnvoll, diese Gröÿe gleih einer Konstanten zu setzen. Wenn man
nun 0 als Konstante wählt, ergibt sih
∂ˆj = −iθ−1ij xˆi. (6.7)
Dies hat folgende Vertaushungsrelation für die Ableitungsoperatoren zur
Folge
[∂ˆi, ∂ˆj ]− = [−iθ−1ik xˆk,−iθ−1jl xˆl]− = −θ−1ik θ−1jl [xk, xl]−
= −θ−1ik θ−1jl iθkl = −iθ−1ik δkj = −iθ−1ij . (6.8)
Bei der folgenden Denition
∂ˆifˆ = −iθ−1ij [xˆj , fˆ ]−, (6.9)
erhielte man kommutierende Ableitungsoperatoren
[∂ˆi, ∂ˆj ]− = 0. (6.10)
Wie dem auh sei. Falls eine kanonishe Vertaushungsrelation (6.5) sowie
Zusammenhang (6.7) als Denition des Ableitungsoperators zu Grunde gelegt
werden, erhält man insgesamt folgenden Satz von Vertaushungsrelationen
zwishen Orts- und Impulsoperatoren
[xˆi, xˆj]− = iθ
i
j , [x
i, pj]− = iδ
i
j , [p
i, pj] = i(θ
i
j)
−1. (6.11)
Weitere allgemeine Aspekte der nihtkommutativen Geometrie werden in [45℄
ausgeführt.
6.2 Das Sternprodukt
Wenn man nun eine Quantenfeldtheorie auf einer Raumzeit, welhe die Struk-
tur einer nihtkommutativen Geometrie trägt, formulieren möhte, so stellt
sih die Frage, wie Produkte von Feldern zu formulieren sind, die von niht-
kommutativen Koordinaten abhängen und in den Lagrangedihten auftau-
hen. Die Antwort liefert die Einführung des Sternproduktes, wie es bei-
spielsweise in [45℄ beshrieben wird. Hierzu wird die Methode der sogenann-
ten Weylquantisierung verwendet. Mit Weylquantisierung bezeihnet man
die Beshreibung der Felder durh eine Überlagerung ebener Wellen, die nun
von Operatoren abhängen
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ψ(xˆ) =
1
2π
∫
dnkeikj xˆ
j
ψ¯(k), (6.12)
wobei ψ¯(k) die Gewihtungsfunktion der ebenen Wellen darstellt. Man erhält
sie durh Fouriertransformation des von den üblihen Koordinaten abhängi-
gen Feldes ψ(x)
ψ(k) =
1
2π
∫
dnxe−ikjx
j
ψ(x). (6.13)
Multipliziert man nun zwei Felder auf der nihtkommutativen Raumzeit, so
ergibt sih unter Berüksihtigung von (6.12)
ψ(xˆ) · φ(xˆ) = 1
(2π)4
∫
dnkdnpeikj xˆ
j
eipj xˆ
j
ψ¯(k)φ¯(p). (6.14)
Unter Verwendung der Campbell-Baker-Hausdor-Formel
eA · eB = eA+B+ 12 [A,B]+ 112 [[A,B],B]− 112 [[A,B],A]+..., (6.15)
welhe das Produkt zweier Exponentialfunktionen bestimmt, in deren Expo-
nenten Matrizen stehen, erhält man
exp(ikj xˆ
j)exp(ipj xˆ
j) = exp(i(kj + pj)xˆ
j − i
2
kiθ
ijpj). (6.16)
Hierbei wurde die kanonishe Vertaushungsrelation zwishen den Koordina-
ten (6.5) zu Grunde gelegt und die Tatsahe ausgenutzt, dass alle Kommuta-
toren in der Baker-Campbell-Hausdor-Formel, die selbst einen Kommutator
enthalten, in diesem Falle vershwinden. Dies liegt daran, dass gemäÿ der
oben getroenen Annahme der Kommutator zweier Koordinaten (6.5) kon-
stant sein soll, also selbst niht von den Koordinaten abhängen soll. Wenn
man diesen Ausdruk in (6.14) verwendet, so ergibt sih
ψ(xˆ) · φ(xˆ) = 1
(2π)4
∫
dnkdnpei(kj+pj)xˆ
j− i
2
kiθ
ijpj ψ¯(k)φ¯(p). (6.17)
Unter Einsetzung von (6.13) und Verwendung der Ortsdarstellung für die
Impulsoperatoren ergibt sih
ψ(xˆ) · φ(xˆ) = exp
(
i
2
∂
∂xi
θij
∂
∂yj
)
ψ(x)φ(y) |y→x . (6.18)
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Das Produkt von Feldern auf einer Raumzeit mit nihtkommutativer Geo-
metrie ist also auf einen Ausdruk zurükgeführt worden, der die von kom-
mutativen Koordinaten abhängigen Felder enthält. Es ist deshalb sinnvoll,
das sogenannte Sternprodukt zwishen Feldern zu denieren
ψ ⋆ φ(x) = exp
(
i
2
∂
∂xi
θij
∂
∂yj
)
ψ(x)φ(y) |y→x . (6.19)
Multipliziert man also zwei normale Felder auf einer kommutativen Raumzeit
mit dem Sternprodukt entspriht dies der Multiplikation der entsprehenden
Felder, die von nihtkommutativen Koordinaten abhängen.
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Kapitel 7
Nihtkommutative Eihtheorien
Nahdem das vorige Kapitel die Grundidee der nihtkommutativen Geome-
trie im Allgemeinen zum Thema hatte, sollen hier nun im Speziellen die
Konsequenzen für die Formulierung von Eihtheorien erörtert werden. Hier-
bei werden die Darstellungen in [45℄, [46℄, [47℄,[48℄,[49℄ und [50℄ zu Grun-
de gelegt. Dies maht shlieÿlih die Einführung von sogenannten Seiberg-
Witten-Abbildungen notwendig. Im ersten Kapitel wurde das Prinzip lokaler
Eihtheorien beshrieben. Dort werden Symmetrietransformationen beshrie-
ben, deren (liealgebrawertiger) Parameter von Raumzeitpunkt zu Raumzeit-
punkt vershieden ist und damit eine Funktion auf der Raumzeit darstellt.
Wenn man nun eine innitesimale Eihtransformation eines Materiefeldes Ψ
zunähst im kommutativen Fall betrahtet
δΨ(x) = iωa(x)T aΨ(x) = iα(x)Ψ(x) , α(x) = ωa(x)T a, (7.1)
so werden beim Übergang zu einer nihtkommutativen Raumzeit sowohl der
Eihparameter α alsauh das Materiefeld Ψ zu Feldern, welhe von nihtkom-
mutativen Koordinaten abhängen und daher muss bei einer Multiplikation
das Sternprodukt zu Grunde gelegt werden. Als innitesimale Transformati-
on für das Materiefeld ergibt sih damit
δˆΨ = iα(xˆ)Ψ(xˆ) = iα ⋆Ψ, (7.2)
wobei δˆ eine Eihtransformation auf einer nihtkommutativen Raumzeit be-
zeihnet. Damit hat die Nihtkommutativität der Raumzeit also auh eine
Auswirkung auf eine lokale Eihtransformation. Im folgenden soll nun den
sih daraus ergebenden Konsequenzen Rehnung getragen werden.
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7.1 Kovariante Koordinaten
Zunähst muss darauf hingewiesen werden, dass sih die Koordinaten der
nihtkommutativen Raumzeit xˆ unter einer Eihtransformation niht trans-
formieren, also δˆxˆ = 0. Wenn man sih nun die Wirkung einer innitesimalen
Eihtransformation auf das Sternprodukt einer Koordinate mit einem Mate-
riefeld ansieht, so erkennt man, dass dieses sih niht wie das Materiefeld
selbst transformiert, denn
δˆ(x ⋆Ψ) = δˆx ⋆Ψ+ x ⋆ δˆΨ = ix ⋆ α(x) ⋆Ψ 6= iα(x) ⋆ x ⋆Ψ. (7.3)
Dies verhält sih in Analogie zur Transformation der Ableitung des Mate-
riefeldes innerhalb gewöhnliher Eihtheorien, die im vorletzten Kapitel the-
matisiert wurden und wo die einfahe Ableitung ∂µ durh eine kovariante
Ableitung Dµ = ∂µ + iAµ ersetzt werden musste. Bei nihtkommutativen
Eihtheorien müssen daher die Koordinaten xˆµ durh kovariante Koordina-
ten Xˆµ der folgenden Form ersetzt werden
xˆµ → Xˆµ = xˆµ +Bµ, (7.4)
wobei an Bµ eine bestimmte Transformationsforderungen zu stellen ist. Wenn
man diese Ersetzung in (7.3) vornimmt, so ergibt sih
δˆ(Xµ ⋆Ψ) = δˆ((xµ +Bµ) ⋆Ψ) = (δˆBµ) ⋆Ψ+ (xµ +Bµ) ⋆ δΨ
= δˆBµ ⋆Ψ+ i(xµ +Bµ) ⋆ α ⋆Ψ. (7.5)
Um zu gewährleisten, dass sih das Produkt Xµ ∗Ψ gemäÿ
δˆ(Xµ ⋆Ψ) = iα ⋆ Xµ ⋆Ψ (7.6)
transformiert, muss sih Bµ also wie folgt transformieren
δBµ = i[α ∗, x
µ] + i[α ∗, B
µ] = i[α ∗, X
µ]. (7.7)
Das Symbol [ ∗, ] bezeihnet hierbei den Kommutator bezüglih des Sternpro-
duktes. Es ist insofern niht überrashend, dass die Koordinaten bei niht-
kommutativen Eihtheorien durh kovariante Koordinaten ersetzt werden
müssen, als sie ja wie im letzten Kapitel gezeigt als proportional zu den ent-
sprehenden Ableitungen deniert werden können, um die entsprehenden
Vertaushungsrelationen zu gewährleisten. Unter Verwendung dieser Deni-
tion und Betrahtung der kovarianten Ableitung ∂µ+iAµ ergibt sih folgender
Zusammenhang zwishen Bµ und dem Eihpotential Aµ
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Bµ = −θµνAν . (7.8)
Bei der Transformation des Vektorpotentials und der Denition des Feld-
stärketensors tauhen naturgemäÿ ebenfalls die Kommutatoren bezüglih des
Sternprodukts auf. Für die Transformation des Vektorpotentials Aµ gilt da-
mit
δˆAµ = ∂µα + i[α
∗
, Aµ]. (7.9)
Der Feldstärketensor ist natürlih wie üblih über den Kommutator der ko-
varianten Ableitungen deniert. Auf einer nihtkommutativen Raumzeit ent-
hält er aber nun das Sternprodukt
Fµν = i[Dµ
∗
, Dν ], (7.10)
was auf folgenden Ausdruk für den Feldstärketensor führt
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + i[Aµ ∗, Aν ]. (7.11)
Dies bedeutet insbesondere, dass auh im Falle einer Abelshen Eihtheo-
rie aufgrund der Nihtkommutativität des Sternproduktes Kommutatorterme
auftauhen.
7.2 Seiberg-Witten-Abbildungen
7.2.1 Die Bedingung der Geshlossenheit
Natürlih ist die Voraussetzung einer jeden Symmetriegruppe die Geshlos-
senheit, was bedeutet, dass die Anwendung zweier Symmetrietransformatio-
nen wieder zu einer Symmetrietransformation führt, die Element der Grup-
pe ist. Im Falle kommutativer Eihtheorien gilt für den Kommutator zweier
Eihtransformationen bezüglih der Eihparameter α und β
(δαδβ − δβδα)Ψ = δi[α,β]Ψ. (7.12)
Der Kommutator zweier zu den Parametern α und β gehöriger Eihtrans-
formationen ist also gleih der Eihtransformation des Kommutators von α
und β multipliziert mit i. Da die Generatoren T a der Eihgruppe aber eine
Liealgebra bilden [T a, T b] = ifabcT c, sieht der Kommutator zweier Eihtrans-
formationen wie folgt aus
i[α, β] = iωaωb[T a, T b] = ωaωbf bacT c. (7.13)
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Es ergibt sih also erneut eine Eihtransformation innerhalb der Gruppe.
Nun stellt sih die Frage, wie dies bei nihtkommutativen Eihtheorien aus-
sieht. Prinzipiell ist die Situation hier natürlih analog. Allerdings enthält
der Kommutator jetzt natürlih das Sternprodukt. Für nihtkommutative
Eihtransformationen ergibt sih damit als Kommutator der Eihparameter
[α ∗, β] = [ω
aT a ∗, ω
bT b] =
1
2
{αa ∗, βb}[T a , T b]+
1
2
[αa
∗
, βb]{T a , T b}. (7.14)
Die Kommutatoren und Antikommutatoren der Vorfaktoren sind bezüglih
der Frage, ob sih die Gruppe geshlossen ist, niht von Bedeutung. Der Kom-
mutator der Generatoren im ersten Term ist natürlih wie bei gewöhnlihen
Eihtheorien auh hier umproblematish. Probleme bereitet jedoh der An-
tikommutator im zweiten Term. Dieser ist nur liealgebrawertig im Falle der
Generatoren der U(N), niht jedoh bei der SU(N).
7.2.2 Erweiterung zur einhüllenden Algebra
Es gibt allerdings die Möglihkeit, eine geshlossene Algebra zu erreihen,
indem man die Gruppe der Eihparameter zu der Einhüllenden der Liealge-
bra erweitert. Diese beinhaltet im Gegensatz zu einer einfahen Liealgebra
niht nur beliebige Linearkombinationen eines Satzes von Generatoren, son-
dern enthält auh beliebige Produkte der Generatoren. Ein Eihparameter αˆ
in der Einhüllenden der Liealgebra mit Generatoren T a hat dann folgende
allgemeine Gestalt
αˆ = αˆa0T
a + αˆab1 {T a, T b}+ αˆabc2 {T a, T b, T c}+ ..., (7.15)
wobei die geshwungenen Klammern eine Summierung über alle Reihenfolgen
der Generatoren darstellt und insofern eine Verallgemeinerung des Antikom-
mutators für mehr als zwei Elemente beshreibt. Gemäÿ den Eihparame-
tern sind natürlih auh die nihtkommutativen Eihpotentiale und damit
die Feldstärketensoren in der einhüllenden Algebra deniert. Ebenso wie das
im letzten Kapitel behandelte Produkt zwishen Feldern auf einer nihtkom-
mutativen Raumzeit, können auh die Eihparameter und die nihtkommu-
tativen Felder selbst nah dem Parameter θµν entwikelt werden, welher die
Nihtkommutativität der Koordinaten angibt. Damit werden die kommuta-
tiven Gröÿen auf nihtkommutative Gröÿen abgebildet. Diese Abbildungen
wurden erstmals von Seiberg und Witten gefunden [43℄ und werden daher
nah ihnen als Seiberg-Witten-Abbildungen bezeihnet. Es soll nun beshrie-
ben werden, wie die Seiberg-Witten-Abbildungen zu bestimmen sind. Aus
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der Relation (7.12) für die Eihparameter wird auf einer nihtkommutativen
Raumzeit die folgende Bedingung, welhe nun das Sternprodukt enthält
(iδˆαδˆβ − δˆβ δˆα) ⋆Ψ = δˆi[α,β]Ψˆ
⇔ iδˆαβˆ − iδˆβαˆ + [αˆ ∗, βˆ] ∗Ψ = ˆ[α, β] ⋆ Ψˆ. (7.16)
Wenn man nun den Eihparameter αˆ in der einhüllenden Algebra in einer
Reihe nah der Gröÿe θµν entwikelt, welhe die Nihtkommutativität der
Raumzeit angibt und damit im Sternprodukt auftauht
αˆ = α0 + α1(θ) + ..., (7.17)
so ergibt sih bei einer Entwiklung in erster Ordnung in θµν für den Term
α1
α1 =
1
4
θµν{∂µ, Aν}. (7.18)
Die Entwiklung von αˆ in erster Ordnung hat also folgende Form
αˆ = α +
1
4
θµν{∂µ, Aν}+O(θ2). (7.19)
7.2.3 Abbildungen der Felder
Die Seiberg-Witten-Abbildungen für die Felder sind nun dadurh bestimmt,
dass eine gewöhnlihe Eihtransformation der nihtkommutativen Felder, wel-
he also auf die kommutativen Felder wirkt, von denen sie abhängen, gleih
einer nihtkommutativen Eihtransformation der nihtkommutativen Felder
ist. Dies bedeutet für eine innitesimale Eihtransformation eines Feldes A
Aˆ[A+ δαA] = Aˆ[A] + δˆαAˆ[A]. (7.20)
Für ein Materiefeld Ψˆ ergibt sih damit konkret die Bedingung
δαΨˆ = δˆαΨˆ = iαˆ ∗ Ψˆ. (7.21)
Eine Entwiklung in erster Ordnung
Ψˆ = Ψ0 +Ψ1 +O(θ2) (7.22)
führt hierbei auf folgende Bedingung
δαΨ0 + δαΨ1 = iαΨ0 − 1
2
θµν∂µα∂νΨ0 + iα1Ψ0 + iαΨ1 +O(θ2). (7.23)
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Da im kommutativen Grenzfall, welher θ = 0 impliziert, sih natürlih wie-
der Ψ ergeben muss, giltΨ0=Ψ. Insgesamt ndet man für die Seiberg-Witten-
Abbildung in erster Ordnung
Ψˆ = Ψ− 1
2
θµνAν∂µΨ+
i
8
θµν [Aµ, Aν ]Ψ +O(θ2). (7.24)
Hierbei ist zu beahten, dass bei einer kommutativen Eihtransformation
des nihtkommutativen Materiefeldes Ψˆ, welhes niht nur eine Funktion des
kommutativen Materiefeldes Ψ, sondern auh des Eihpotentiales Aµ ist, letz-
teres bei einer Eihtransformation mittransformiert werden muss. Wenn man
die analogen Bedingungen für das Vektorpotential und den Feldstärketensor
aufstellt
δαAˆµ = ∂µαˆ + i[αˆ
∗
, Aˆµ] (7.25)
und
δˆFˆµν = i[αˆ
∗
, Fˆµν ], (7.26)
so erhält man die folgenden Seiberg-Witten-Abbildungen in erster Ordnung
in θµν
Aˆµ = Aµ − 1
4
θρν{Aρ, ∂νAµ + Fνµ}+O(θ2)
Fˆµν = Fµν +
1
2
θρσ{Fµρ, Fνσ − 1
4
θρσ{Aρ, (∂σ +Dσ)Fµν}+O(θ2). (7.27)
Diese mahen nun die Formulierung des Standardmodells auf einer nihtkom-
mutativen Raumzeit möglih, wie sie in [51℄, [52℄ und [53℄ gegeben wird.
Kapitel 8
Higgsmehanismus und
nihtkommutative Geometrie
Bei der Formulierung nihtkommutativer Eihtheorien spielen zwangsläug
die neu eingeführten nihtkommutativen Felder eine Rolle, welhe die Ei-
hinvarianz auh auf einer nihtkommutativen Raumzeit gewährleisten. Da
nun aber dem Higgsmehanismus eine prinzipielle Bedeutung zukommt, weil
die Austaushteilhen der shwahen Wehselwirkung nur so eine Masse be-
kommen können, ohne dass die Eihinvarianz unter der Symmetriegruppe
des shwahen Isospins verletzt würde, muss dieser natürlih ebenfalls in die
nihtkommutative Eihtheorie integriert werden. In [51℄,[52℄ und [54℄ wur-
de auf den Higgsmehanismus im Rahmen nihtkommutativer Eihtheorien
eingegangen. Wenn man zunähst einmal die Lagrangedihte des Higgsfeldes
auf einer nihtkommutativen Raumzeit formuliert, indem man das Produkt
zwishen Feldern durh das Sternprodukt und die Felder durh die nihtkom-
mutativen Felder ersetzt, erhält man
LHiggs = (DµΦˆ)† ⋆ (DµΦˆ)− µ2(Φˆ)† ⋆ Φˆ− λ(Φˆ† ⋆ Φˆ) ⋆ (Φˆ† ⋆ Φˆ). (8.1)
Es sind nun zwei Möglihkeiten denkbar, wie man die entsprehende La-
grangedihte mit den entsprehenden Massentermen in Abhängigkeit der
u

blihen Felder erhält. Man kann entweder zunähst die Seiberg-Witten-
Abbildungen ausführen und dann die spontane Symmetriebrehung betrah-
ten. Dies ist die üblihe Reihenfolge. Es ist aber auh denkbar, die spontane
Symmetriebrehung shon bei den nihtkommutativen Feldern auszuführen
und anshlieÿend die Seiberg-Witten-Abbildungen zu verwenden. Allerdings
stellt sih die Frage, ob man in beiden Fällen das gleihe Resultat erhält. Es
wird hier gezeigt werden, dass diese beiden Prozeduren tatsählih äquiva-
lent zueinander sind. Zunähst soll der Abelshe Fall betrahtet werden. Hier
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fällt der konstante Vakuumerwartungswert bei allen Termen mit θ heraus, so-
dass sih sie Situation als völlig unproblematish erweist. Bei niht-Abelshen
Eihtheorien muss die Bedingung an die nihtkommutativen Felder
δΦˆ = δˆΦˆ = iαˆ ⋆ Φˆ (8.2)
betrahtet werden, welhe auf die Seiberg-Witten-Abbildung
Φˆ = Φ− 1
2
θµνAµ∂νΦ +
i
8
θµν [Aµ, Aν ]−Ψ+O(θ2) (8.3)
führt. Die Seiberg-Witten-Abbildung des Eihparameters ist durh
αˆ = α +
1
4
θµν{∂µα,Aν}+O(θ2) (8.4)
gegeben.
8.1 Abelsher Fall
Im Abelshen Fall reduziert sih (8.3) auf folgende Seiberg-Witten-Abbildung
für das Materiefeld Φ
Φˆ = Φ− 1
2
θµνAµ∂νΦ +O(θ2). (8.5)
Die Abbildung für den Eihparameter wird zu
αˆ = α− 1
2
θµνAµ∂να+O(θ2). (8.6)
Die Seiberg-Witten-Abbildungen sowohl für das Eihpotential Aµ alsauh für
den Feldstärketensor Fµν müssen niht betrahtet werden, da die spontane
Symmetriebrehung keine direkte Auswirkung auf sie hat.
8.1.1 Zunähst Seiberg-Witten-Abbildung und dann Sym-
metriebrehung
Zunähst soll die spontane Symmetriebrehung auf Seite der kommutativen
Felder erfolgen. Dies führt auf folgende Relation
Φ = ν + h+ iσ, (8.7)
wobei ν der konstante Vakuumerwartungswert des Feldes Φ ist. Die sponta-
ne Symmetriebrehung hat das Ersheinen von Goldstonebosonen zur Folge.
Dies spielt hier jedoh keine Rolle. Indem man deniert
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φ = h + iσ, (8.8)
wird aus (8.7)
Φ = ν + φ. (8.9)
Einsetzen von (8.9) in (8.5) führt auf
Φˆ = ν + φ− 1
2
θµνAµ∂ν(ν + φ) +O(θ2). (8.10)
Da ν eine Konstante ist, bleibt dieser Ausdruk übrig
Φˆ = ν + φ− 1
2
θµνAµ∂νh+O(θ2). (8.11)
8.1.2 Zunähst Symmetriebrehung and dann Seiberg-
Witten-Abbildung
Die andere Möglihkeit besteht darin, eine Symmetriebrehung der nihtkom-
mutativen Felder zu betrahten.
Φˆ = ν + φˆ. (8.12)
Nun muss man jedoh die Seiberg-Witten-Abbildung für φˆ festlegen. Deshalb
ist es notwendig, die Bedingung für die Seiberg-Witten-Abbildung von Φ zu
betrahten. Einsetzen von (8.12) in (8.2) liefert
δ(ν + φˆ) = δˆ(ν + φˆ). (8.13)
Da ν eine Konstante ist, transformiert es sih niht. Aus diesem Grund bleibt
folgende Relation
δφˆ = δˆφˆ. (8.14)
Diese Bedingung ist von der gleihen Gestalt wie die Bedingung an Φ, aber
hierbei ist zu berüksihtigen, dass φ sih unter einer Eihtransformation
anders als Φ transformiert. Dies kann man wie folgt sehen
δΦ = iαΦ = iα(ν + φ) , δΦ = δ(ν + φ) = δφ. (8.15)
Gleihsetzen der beiden Ausdrüke zeigt, dass sih φ wie folgt transformiert
δφ = iα(ν + φ). (8.16)
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Indem man die analoge Argumentation im Falle des nihtkommutativen Fel-
des φˆ unter einer nihtkommutative Eihtransformation anwendet, sieht man,
dass sih φˆ analog transformiert
δˆφˆ = iαˆ ⋆ (ν + φˆ). (8.17)
Wie dem auh sei, im Abelshen Falle sieht die Seiberg-Witten-Abbildung
für h wie die Seiberg-Witten-Abbildung für Φ aus
φˆ = φ− 1
2
θµνAµ∂νφ+O(θ2). (8.18)
Dies kann man sehen, indem man überprüft, ob sie die Bedingung an die
Seiberg-Witten-Abbildung (8.14) erfüllt. Einsetzen von (8.1.2) in (8.14) führt
auf die folgende Gleihung in erster Ordnung in θ
δ(φ− 1
2
θµνAµ∂νφ) = iαˆ ⋆ (φ− 1
2
θµνAµ∂νφ). (8.19)
Benutzung von (8.16), (8.17) und der Transformationseigenshaft des Vek-
torpotentials Aµ
δAµ = ∂µα (8.20)
liefert
iα(ν + φ)− 1
2
θµνAµ∂νiα(ν + φ)− 1
2
θµν∂µα∂νφ =
iαˆ ⋆ (ν + φ− 1
2
θµνAµ∂νφ). (8.21)
Durh Ausführen der Ableitung auf der linken und des Sternproduktes auf
der rehten Seite erhält man
iα(ν + φ)− i1
2
θµνAµ[(∂να)(ν + φ) + α(∂νφ)]− 1
2
θµν∂µα∂νφ
= iα(ν + φ)− 1
2
θµν∂µα∂νφ− iα1
2
θµνAµ∂νφ− i1
2
θµνAµ∂να(ν + φ). (8.22)
Nun kann man sehen, dass die beiden Seiten gleih sind und (8.1.2) in der Tat
die rihtige Seiberg-Witten-Abbildung für φˆ ist. Indem wir (8.1.2) in (8.12)
einsetzen erhalten wir (8.11)
Φˆ = ν + φ− 1
2
θµνAµ∂νφ+O(θ2). (8.23)
Somit ist gezeigt, dass spontane Symmetriebrehung und Abbilden auf kom-
mutative Felder im Abelshen Fall umkehrbar ist.
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8.2 Niht-Abelsher Fall
Im Falle Niht-Abelsher Eihtheorien sieht die Situation etwas anders aus.
8.2.1 S.-W.-Abbildung und dann Symmetriebrehung
Die folgende Betraht gilt für beliebige nihtabelshe Eihgruppen. Dazu ge-
hört also auh die Eihgruppe, bei welher der Higgsmehanismus im Stan-
dardmodell relevant ist. Es handelt sih also um die in Kapitel 5 thematisierte
SU(2)×U(1) Eihgruppe. In einer allgemeinen Darstellung ohne Wahl einer
speziellen Eihung führt die Symmetriebrehung auf folgende Relation
Φ = νn + φn, (8.24)
wobei der Index n andeutet, dass es sih bei dem Vakuumerwartungswert ν
und dem Feld φ um Multipletts handelt. Durh Einsetzen von (8.24) in (8.3),
erhält man
Φˆ = νn + φn − 1
2
θµνAµ∂ν(νn + φn) +
i
8
θµν [Aµ, Aν ](νn + φn) +O(θ2). (8.25)
Der ν-Term im zweiten Term vershwindet und so ergibt sih folgender Aus-
druk
Φˆ = νn + φn − 1
2
θµνAµ∂ν(νn + φn) +
i
8
θµν [Aµ, Aν ](νn + φn) +O(θ2). (8.26)
8.2.2 Symmetriebrehung und dann S.-W.-Abbildung
Wenn man Symmetriebrehung auf der nihtkommutativen Seite betrahtet
Φˆ = νn + φˆn, (8.27)
sieht die Bedingung an die Seiberg-Witten-Abbildung des Materiefeldes (8.2)
wie folgt aus
δ(νn + φˆn) = iαˆ ⋆ (νn + φˆn). (8.28)
Die Bedingung (8.28) kann in folgender Weise umformuliert werden
δφˆn = δˆφˆn. (8.29)
φn und φˆn transformieren sih in Analogie zum Abelshen Fall gemäÿ
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δφn = iα(νn + φn) , δˆφˆn = iαˆ ⋆ (νn + φˆn). (8.30)
Es wird die Annahme gemaht, dass φn auf die folgende Art und Weise
abgebildet wird
φˆn = φn − 1
2
θµνAµ∂νφn +
i
8
θµν [Aµ, Aν ]φn
+
i
8
θµν [Aµ, Aν ]νn +O(θ2). (8.31)
Einsetzen von (8.31) in (8.29) führt zu der folgenden Gleihung in erster
Ordnung in θµν
δ(φn − 1
2
θµνAµ∂νφn +
i
8
θµν [Aµ, Aν ]φn +
i
8
θµν [Aµ, Aν ]φn)
= iαˆ ⋆ (φn − 1
2
θµνAµ∂νφn +
i
8
θµν [Aµ, Aν ]φn +
i
8
θµν [Aµ, Aν ]νn). (8.32)
Durh Benutzung von (8.30) und der Eihtransformation eines liealgebrawer-
tigen Vektorfeldes
δAµ = ∂µα + i[α,Aµ] (8.33)
kann dies geshrieben werden als
iα(νn + φn)− 1
2
θµνAµ∂ν(iα(νn + φn))− i
8
θµν [Aµ, Aν ]iα(νn + φn)
−1
2
θµν∂µα∂νφn − 1
2
θµνi[α,Aµ]∂νφn
+
i
8
θµν [∂µα,Aν](νn + φn) +
i
8
θµν [Aµ, ∂να](νn + φn)
+
i
8
θµν [i[α,Aµ], ∂να](νn + φn) +
i
8
θµν [Aµ, i[α,Aν ]](νn + φn)
= iα(νn + φn)− 1
2
θµν∂µα∂νφn − iα1
2
θµνAµ∂νφn
−iα i
8
θµν [Aµ, Aν ](νn + φn) +
i
4
θµν{∂µα,Aν}(νn + φn). (8.34)
Die Ausdrüke iα(νn+φn) und
1
2
θµν∂µα∂νφn ersheinen auf beiden Seiten
und heben sih gegenseitig auf. Deshalb kann man shreiben
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− 1
2
θµνAµi(∂να)(νn + φn)− 1
2
θµνAµiα∂νφn +
i
8
θµν [Aµ, Aν ]iα(νn + φn)
−1
2
θµνi[α,Aµ]∂νφn +
i
8
θµν [∂µα,Aν ](νn + φn) +
i
8
θµν [Aµ, ∂να](νn + φn)
+
i
8
θµν [i[α,Aµ], Aν ](νn + φn) +
i
8
θµν [Aµ, i[α,Aν ]](νn + φn)
= −iα1
2
θµνAµ∂νφn + iα
i
8
[Aµ, Aν ](νn + φn) +
i
4
θµν{∂µα,Aν}(νn + φn).
(8.35)
Wenn man beahtet, dass die folgende Relation gültig ist
− 1
2
θµνAµiα∂νφn − 1
2
θµνi[α,Aµ]∂νφn = −iα1
2
θµνAµ∂νφn, (8.36)
heben sih die entsprehenden Terme auf und man wird auf folgende Glei-
hung geführt
− 1
2
θµνAµi(∂να)(νn + φn) +
i
8
θµν [Aµ, Aν ]iα(νn + φn)
+
i
8
θµν [∂µα,Aν ](νn + φn) +
i
8
θµν [Aµ, ∂να](νn + φn)
+
i
8
θµν [i[α,Aµ], Aν ](νn + φn) +
i
8
θµν [Aµ, i[α,Aν ]](νn + φn)
= iα
i
8
[Aµ, Aν ](νn + φn) +
i
4
θµν{∂µα,Aν}(νn + φn). (8.37)
Aufgrund der Antisymmetrie von θµν gilt
i
8
θµν [∂µα,Aν ]− =
i
8
θµν [Aµ, ∂να] (8.38)
und somit
− 1
2
θµνAµi(∂να)(νn + φn) +
i
8
θµν [∂µα,Aν ](νn + φn)
+
i
8
θµν [Aµ, ∂να](νn + φn)
= −1
2
θµνAµi(∂να)(νn + φn) +
i
4
θµν [∂µα,Aν ](νn + φn)
= −1
2
θµνAµi(∂να)(νn + φn) +
i
4
θµν∂µαAν(νn + φn)
− i
4
θµνAν∂µα(νn + φn) =
i
4
θµν{∂µα,Aν}. (8.39)
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Es verbleibt die folgende Gleihung
i
8
θµν [Aµ, Aν ](νn + φn) +
i
8
θµν [i[α,Aµ], Aν ](νn + φn)
+
i
8
θµν [Aµ, i[α,Aν ]](νn + φn) = iα
i
8
[Aµ, Aν ]−(νn + φn). (8.40)
Indem man nun die vershahtelten Kommutatoren ausrehnet, ergibt sih
die Gültigkeit auh dieser Gleihung. Dies bedeutet, dass (8.31) in der Tat
die rihtige Seiberg-Witten-Abbildung liefert. Indem man nun (8.31) in (8.27)
einsetzt, erhält man
Φˆ = (νn+φn)+
1
2
θµνAµ∂ν(νn+φn)+
i
8
θµν [Aµ, Aν ](νn+φn)+O(θ2). (8.41)
Die entspriht exakt dem Resultat aus (8.26). Damit wurde gezeigt, dass es
keine Rolle spielt, ob man zunähst die Seiberg-Witten-Abbildungen ausführt
und dann die Symmetrie briht oder ob die Symmetriebrehung den Seiberg-
Witten-Abbildungen voran geht.
Shlussbemerkungen
Am Ende dieser Arbeit soll nun das hier Beshriebene in den gröÿeren Rah-
men der zeitgenössishen Physik eingeordnet werden. Die in dieser Diplom-
arbeit vorgestellten Erweiterungen der bisherigen Physik gehen letztlih aus
dem Versuh hervor, das Gebäude der theoretishen Physik in einer Weise zu
erweitern, die einer einheitliheren Beshreibung der Natur zustrebt. Dieses
Bestreben besteht im Grunde aus zwei Teilen, die natürlih eng miteinander
verwoben, aber niht identish sind. Die Quantentheorie stellt der heutigen
Auassung nah ein allgemeines Beshreibungsshema für beliebige dynami-
she Objekte in der Natur dar. In der Teilhenphysik ist es nun das Ziel,
eine ebenso allgemeine Theorie zu nden, aus der hervorgeht, welhe Arten
von Objekten es gibt und welhe Eigenshaften diese besitzen. Dies wür-
de insbesondere die Rükführung der bekannten Wehselwirkungen auf ein
einheitlihes Prinzip bedeuten. Durh diese Fragestellung wird man jedoh
direkt auf das zweite Problem geführt, dessen Lösung in gewisser Hinsiht
die Voraussetzung für die Behandlung des ersten ist. Dieses besteht nämlih
in der Wesensfremdheit der Gravitation zu den anderen Wehselwirkungen.
Denn einerseits wird die Gravitation im Rahmen der Allgemeinen Relativi-
tätstheorie als Eigenshaft der Raumzeit beshrieben, während die anderen
fundamentalen Wehselwirkungen durh Felder auf der Raumzeit beshrie-
ben werden. Andererseits ist die Allgemeine Relativitätstheorie in ihrer bis-
her erreihten Formulierung eine klassishe Theorie, während die anderen
Wehselwirkungen in den Rahmen relativistisher Quantenfeldtheorien ein-
gebettet sind. Es muss also eine Quantentheorie der Gravitation, damit aber
letztlih eine quantentheoretishe Beshreibung der Raumzeitstruktur selbst
gefunden werden. Die nihtkommutative Geometrie ist ein Versuh ein quan-
tentheoretishes Element in die Beshreibung der Raumzeit hineinzubrin-
gen, indem man Vertaushungsrelationen zwishen den Koordinaten fordert,
was in gewisser Hinsiht einem Prozess der Quantisierung ähnelt. Hierbei
spielt die Gravitation aber im Grunde noh keine Rolle. Wie bereits erwähnt
ergibt sih im Rahmen von Stringtheorien eine nihtkommutative Geome-
trie [43℄. In diesen wird die Gravitation grundsätzlih garniht als Struktur
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der Raumzeit, sondern als Konsequenz bestimmter Anregungszustände von
Strings beshrieben. Aus ihnen geht natürlih auh die Motivation hervor, ei-
ne Raumzeit mit zusätzlihen kompaktizierten Dimensionen zu postulieren,
auh wenn diese im Gegensatz zu der im ersten Teil dieser Arbeit untersuh-
ten Annahme von einer Kompaktizierung ausgehen, die nur Voraussagen
jenseits des in absehbarer Zeit empirish zugänglihen zulassen [9℄. Daneben
steht das Hierarhieproblem, das durh die Annahme zusätzliher Dimensio-
nen gelöst werden könnte. Ihm sheint aber keine so prinzipielle Bedeutung
zuzukommen wie den beiden ersten grundsätzlihen Shwierigkeiten. Bei bei-
den Annahmen, sowohl derer der nihtkommutativen Geometrie alsauh je-
ner der zusätzlihen kompaktizierten Dimensionen, handelt es sih in jedem
Falle um wihtige Ansätze zu einer Erweiterung der Physik, denen weiter-
hin eine groÿe Bedeutung in der theoretishen Physik zukommen wird und
die auh rein mathematish von groÿem Interesse sind. Es muss aber auh
kritish erwähnt werden, dass sie in Bezug zur Lösung der oben angesprohe-
nen konzeptionellen Probleme grundsätzliher Natur nur teilweise einen Fort-
shritt darstellen. Diese bestehen eben gerade darin, die Dualität zwishen
einer Beshreibung von Objekten auf einer vorgegebenen Raumzeit und der
Beshreibung der Gravitation als Eigenshaft einer dynamishen Raumzeit
aufzuheben und zu einer einheitlihen quantentheoretishen Beshreibung zu
gelangen. Der Ansatz der kanonishen Quantisierung der Allgemeinen Rela-
tivitätstheorie, wie er im Rahmen der Loop-Quantengravitation untersuht
wird, sheint diesbezüglih noh überzeugender. Dies liegt einerseits daran,
dass er den wihtigsten Grundaussagen der Quantentheorie und der Allge-
meinen Relativitätstheorie gereht wird, zu denen bezüglih letzterer Theo-
rie vor allem die Hintergrundunabhängigkeit gehört. Andererseits kommt er
ohne über die beiden Theorien hinausgehende Ad-ho-Annahmen aus [17℄,
was dem heuristishen Gebot Rehnung trägt, eine Theorie auf so wenige
zusätzlihe Annahmen wie möglih zu gründen. Dies gilt auh dann, wenn
man hinzufügt, dass er zunähst nihts über eine Vereinheitlihung mit den
anderen Wehselwirkungen aussagt.
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Anhang
In diesem Anhang soll gezeigt werden, dass der dem Feynmangraphen (4.2)
entsprehende Beitrag zur S-Matrix bzw. Feynmanamplitude für den Quark-
prozess vershwindet. Unter Verwendung von (3.36),(3.43) und (3.44) ergibt
sih folgender Ausdruk für den Beitrag zur S-Matrix
SGraviton(q(p1, u1) + q¯(p2, v2)→ Z(k1, Z1) + Z(k2, Z2))
=
1
(2π)4
∫
d4k
u1
(2π)
3
2
v¯2
(2π)
3
2
(
− i
4M¯P
[(p1 + p2)
µγν + (p1 + p2)
νγµ]
)
·(2π)4δ4(p1 + p2 − k)
∑
n
iPµνρσ
k2 −m2 (2π)
4δ4(k − k1 − k2)
·
(
− i
M¯P
δcd
[
W ρσγδ +W σργδ
]) Z1γc
(2π)
3
2
√
k10
Z2δd
(2π)
3
2
√
k20
,
wobei W ρσγδ und Pµνρσ wieder gemäÿ (3.44) und (3.38) deniert sind. Dies
kann vereinfaht werden zu
SG =
−i
(2π)2
√
2k10
√
2k20
1
M¯2P
∑
n
1
p2 −m2
·u1v¯2[(p1 + p2)µγν + (p1 + p2)νγµ]Pµνρσ
[
W ρσγδ +W σργδ
]
Z1γZ2δ
·δ4(p− k1 − k2).
Mit p = p1 + p2, A =
1
(2π)3
√
2k10
√
2k20
1
M¯2P
∑
n
1
p2−m2 und (4.5) erhält man fol-
genden Ausdruk für den Beitrag zur Feynmanamplitude
MG = Au1v¯2[p
µγν + pνγµ]Pµνρσ
[
W ρσγδ +W σργδ
]
Z1γZ2δ
und durh Ausnutzung der Symmetrieeigenshaften des Polarisationstensors
des Gravitons Pµνρσ
MG = 4A · u1v¯2 · pµγν · Pµνρσ ·W ρσγδ · ZγZδ.
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Im Shwerpunktsystem gilt
kµ1Z
µ
1 = 0 , k
µ
2Z
µ
2 = 0
und
p1 = −p2 , p = 0 , k1 = −k2.
(Die fettgedrukten Gröÿen bezeihnen Dreiervektoren.) Durh Einsetzen der
Ausdrüke für W ρσγδ und Pµνρσ und Ausnutzen der Relationen für die Pola-
risation des Z-Teilhens ergibt sih
MG = 4Au1v¯2p
µγν · [1
2
(ηµρηνσ + ηµσηνρ)− 1
3
ηµνηρσ
− 1
2m2
(ηµρpνpσ + ηνσpµpρ + ηµσpνpρ + ηνρpµpσ)
+
1
3m2
ηρσpµpν +
1
3m2
ηµνpρpσ +
2
3m4
pµpνpρpσ]
·
[
−1
2
ηρσ(k1 · k2)(Z1 · Z2) + (Z1 · Z2)(kρ1kσ2 ) + (k1 · k2)Zρ1Zσ2
]
.
Da p = 0 gilt, liefern bei der Multiplikation des letzten Termes der unteren
ekigen Klammer mit der oberen ekigen Klammer nur die Terme, die ηρσ
enthalten (wobei ρ und σ hier die Summationsindizes bezüglih Zρ und Zσ
bezeihnen), einen Beitrag. Damit tauhen aber keine Terme auf, welhe den
Faktor γµZµ enthalten. Das bedeutet, dass mn der Form nah einen Ausdruk
der folgenden Gestalt erhält
MG = 4A · u1v¯2 · [aγµpµ + bγµk1µ + cγµk2µ](Z1 · Z2),
wobei a, b und  skalare Gröÿen sind, deren genaue Gestalt für die weitere
Argumentation keine Rolle spielt. Da MG aber symmetrish in k1 und k2 ist,
muss b = c gelten. Es gilt aber auh k1+k2 = p und damit γ
µk1µ+γ
µk2µ = γ
µpµ.
Das führt auf folgenden Ausdruk
MG = 4A · u1v¯2 · dγµpµ(Z1 · Z2),
mit d = a + 2b. Wenn man nun das Quadrat der Feynmanamplitude bildet,
wobei über die Spineinstellungen summiert wird, ergibt sih∑
σ
|M |2G = 16A2d2
∑
σ
(v¯2γ
µpµu1)(u¯1γ
µpµv2)(Z1 · Z2).
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Wenn man sih nun den Term
∑
σ(v¯2γ
µpµu1)(u¯1γ
νpνv2) alleine betrahtet
und ∑
σ
(v¯2γ
µu1)(u¯1γ
νv2) = Tr{γµ(γρp2ρ −mf )γν(γσp1σ +mf )}
ausnutzt (wobei mf die Fermionenmasse bezeihnet), erhält man
∑
σ
(v¯2γ
µpµu1)(u¯1γ
νpνv2)
= pµpνTr{γµ(γρp2ρ −mf )γν(γσp1σ +mf )}.
Die Spur einer ungeraden Anzahl von Gammamatrizen vershwindet. Des-
weiteren gelten die beiden Relationen
Tr{γµγν} = ηµν , T r{γµγργνγσ} = ηµρηνσ − ηνµηρσ + ηµσηρν .
Damit erhält man
∑
σ
(v¯2γ
µpµu1)(u¯1γ
νpνv2)
= pµpν [p2ρp1σ(η
µρηνσ − ηνµηρσ + ηµσηρν)−m2fηµν ]
= pµpν [p
µ
2p
ν
1 − (p1 · p2)ηµν + pµ2pν1)]−m2fp2
= (p · p1)(p · p2)− p2(p1 · p2) + (p1 · p)(p2 · p)−m2fp2
= 4E4 − 4E2(E2 − p1p2) + 4E4 − 4E2m2f
= 8E4 − 4E2(2E2 −m2f )− 4E2m2f = 0.
Im vorletzten Shritt wurde p2 = −p1 und E2 = (p1)2 + m2f = (p2)2 +m2f
ausgenutzt. Damit vershwindet aber
∑
σ |M |2G und damit auh MG selbst.
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